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查 甫 雷 金 方 程 的 唯一 性 定理 (II 
重 光 目 
( 浙 江 大 学 ) 


考虑 下 烈 混 合 型 方程 的 唯一 性 问题 
玉 (y)zxxr 十 zyy 一 0 








(go = 0; 当 so 时 , 下 > 中 (1) 
》 ， ) ， 
所 考虑 的 区 域 由 三 条 曲线 围 成 ， 其 一 是 双 曲 区 域 中 由 原 0 丰 厅 
点 引出 的 特征 线 Ti, 它 满 足下 面 方程 oh 
dy 一 一 W 一 玉 dx; (2) P(2 了 ) 
另 一 是 双 曲 区 域 中 在 Ti 右边 的 特征 线 志 ., 字 满 足下 面 方 
程 dy 一 MW 一 玉 dx; 《3) 


与 辅 的 交点 配 为 (n, 0)，F 与 Pa 的 交点 到 为 (加 ， yo 再 一 条 曲 萎 是 柄 图 区 域 


(Gy>0) 中 由 (xo,0) 起 到 原点 止 的 连续 分 段 可 微 曲线 T:。 
我 们 的 唯一 性 问题 是 ,在 什么 条 件 下 ,(1) 的 解 x 适当 正规 且 满 足 


& 一 0 〈 在 刀 十 Ts 上 ) 《4) 


时 , 则 在 忆 内 HU 一 0. 
由 于 己 是 特征 曲线 , 某 些 数 学 家 把 上 面 的 唯一 性 与 存在 性 ) 问题 叫做 特 里 谷 米 间 
题 . 
设 ae, ,cb dg 都 是 x, y 的 男 数 , 在 刀 内 以 及 万 的 边界 上 ec, ar, ay bc, bp, 9 都 连 

” 炉 且 分 区 可 微 ， 作 者 在 前 康 ? 中 研究 了 由 衣 量 积分 


人 | ez 十 bzix 十 ctty 儿 开 zrx 十 zyy)dxdy 一 0 
与 雾 积 分 
人 4 | 之 (tt ) 十 妈 (ao)| dxdy 十 中 xdgdx 一 pdy) 十 | zeV 一 Ka We 





之 和 来 讨 戎 唯一 性 问题 ,得 出 下 烈 千 其 。 逃 了 
Za>0 (D)， (5) 


2 一 c< 一 0 (Dre)， (6) 





* 1956 年 11 月 9 日 收 到 。 汐 


1) w 适当 正规 ,要 使 得 某 些 积分 存在 ,而 且 格 林 公 式 能 够 应 用 。 
2) 见 [1]. 
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on 1) 
开 A/ 一 天 4 天 C 
2 三 灼 本 玉 ， CDTF)， 《7) 
六 一 W 一 KI (DT). (8) 


也 lne= 4, 上 =P, 二 一 29， 在 DT 中 工 记 


G 





加 二 (9 + 4 一 玉 一 仿 )， (9) 
1 直 2 (性 ) 一 帮 y)， (10 ) 


》 


则 唯一 性 问题 归 千 于 能 否 找到 4, P, 0, w 满足 下 烈 四 式 以 及 由 此 能 否 解 出 o, 2,c,,9 
工 匡 足 上 述 的 连续 ?与 分 区 可 微 条 件 ， 


2 WK'(P 一 WK?4.)。 十 2(90 一 4)y 疡 
>(P 一 VRK4o)2+(O 一 4)2 十 K42 十 4 (De)， (11) 




















27 + 二 4EE (4 区 十 )D0 (Dr)， (12) 
一 |27 二 二 和 (LA 一 下 十 4)| 十 
十 人 2 人 ee 天 (W 一 玉 zosl 十 二 (CD 下 )， (13) 
2 十 二 (4:M 一 玉 一 4y) 
2 过 >P0 (DT)， (14 ) 
计 
| V 一 Kdy 一 YY (CDTF)， (15) 


则 了 与 忆 的 方程 化 为 * 十 Y 一 0 与 和 一 zx 十 了 Y= 一 0, 又 靖 与 靖 交 点 的 稚 坐 标 ? 一 和 


对 应 于 了 一 一 2 二 


Heg=BGo 人 +TCGO)TmGO(z 一 甸 ) (Dr)， (16) 
1) 由 (5)，(6)，(7) 可 见 ,要 使 得 6， < 在 刀 内 连 闵 ,必须 假设 当 》 一 0 时， 区 - 一 0， 以 下 的 时 花 都 假定 这 条 件 是 


3 
成 立 的 (事实 上 这 是 一 个 轻微 的 限制 , 只 要 假定 玉 在 ? = 0 附近 并 不 振动 元 限 次 , 则 这 条 件 可 由 天 (0) = 0 与 
K'(0) 的 存在 性 推出 , 音 明 从 略 )。 
2) 上 淖 连续 条 件 可 以 减弱 , 例如 在 区 域 DF 中 任何 横 线 y 一 % < 0 上 , ay, 4 可 以 不 连续 ,只 要 o as 与 w 过 
粮 就 行 了 。 事 实 上 ,在 这 种 情况 下 ,在 作者 的 文 [ 1 ] 中 8) 式 右 映 应 读 添加 一 项 


3 一 1 一 0 a 本 Ky 一 去 ] yi 一 0 
1e(-w 十 ER dt 一 作 4 |(w 1) 一 全 dz | dx 一 0， 
因此 精 座 不 受 影响 . We 
3) 当 ws-1 + 21 与 (12) 式 左 端 都 为 零 时 ,这 式 当 了 解 为 


-zw| 27 中 (4zw 一 天 十 4)|< (WwW -- 开 zx 十 zoy) 9 
天 y 天 y 
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记 
mina 【及 一 B1) 于 
一 YY 和 X<KY0O 二 了 一 了 <SXcSSXY0 十 了 2 
和 着 屋 九 专 是 ? 的 画 数 , 则 (12) 与 (13) 成 立 的 充分 条 件 是 
天 ， 0 
+ + 一 mm 人 一 划一 cr>0， (18) 








一 | 了 on Y | 攻 写 全 十 8 十 入 一 me 人 (z 一 划一 c| 十 


二 [rw 一 工 十 2 六 | 








二 委 一 -. (19) 
- 7]02 一 1]I2Y 一 也 |) 一 Y 
KJ 了 
应 用 (18) 可 见 ,(19) 式 左 端 花 括 必 内 关于 x 的 二 阶 偏 导数 不 为 负 , 因 此 花 括 绝 内 的 最 
大 值 在 两 疝 x = 一 ZY 或 x* 三 xx 十 了 Y 取 到 ， 最 有 利 的 情况 是 选择 Cy 使 得 两 端 数值 相等 
新 记 











玉 ,/ Se 工 [|_ KR， 
2 一 大 十 g 十 入 一 Cryr 一 ww， 亲本 ( 妈 一 1 十 2 有 8， 


x+ mr( 甸 + = x 一 mo( 名 + 虽 = 也 


则 (19) 式 左 端 花 括 纸 内 两 端点 的 数值 分 别 是 十 二， 了 蝇 呈 ， 合 其 相等 , 邹 


有 有 Bre 一 
+ 旦 一 7 十 用 或 ( ol 吕 ) 0 或 怒 = 有， 


部 





一 邓 ( 和 +) = 有 < 中 ( 王 +， "本 。 
故 应 选取 C 使 得 下 式 成 立 


二 4 +Y) + 二 ECw 一 1+ 2 ， (20) 


双 有 十 站 = E 十 7 = 2x, 因此 得 到 (18) 与 (19) 成 立 的 充分 条 件 是 2 


JEGTTEEERCTT 9- 


= -+i+al < 将 . (21) 




















1) 还 应 鼓 设 明 一 下 (18) 式 的 成 立 . 因 上 一 有 与 帮 十 忆 = 2a 都 为 正 , 故 且 , 7 为 正 ,而 aw-my (x 本 2 ) 的 数值 
在 二 , 刀 之 间 , 因 此 也 为 正 , 即 (18) 总 是 成 立 的 . 
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在 Dt 中 ，(11) 式 右 端 是 四 个 平方 和 ， 根 据 和 经验 ， 要 利用 写 必 须 对 区 域 Dr 的 大 小 
加 以 限制 ， 查 甫 雷 金 方程 与 实际 密切 糙 合 的 情况 是 ， 区 域 Dr 在 向 不 受 限制 或 限制 很 
权 微 ,而 在 横向 的 限制 旭 较 重 ， 由 于 这 种 情况 ,我 们 合 


4 一 O=0 (Dr)， (22 ) 
工 记 
了 
一 -一 4 一 及 ， (23)》 
A/ 天 
则 (11) 化 为 
2R:.R2 十 42. 《24 ) 


下 面 令 述 4 与 尺 的 三 种 选 法 .。 假 届 区 域 De 被 限制 在 两 条 稚 线 x = xi 与 xy 三 很 之 
间 , 则 显然 有 xz 委 0,xz >xo。 珊 s 是 任 给 的 正 数 . 
第 一 种 选 法 ， 珊 zx。 与 xz 是 待定 常数 , 且 oo 之 0. 在 Dr 中 汗 











4 | Lv dx， (25 小 
巩 
其 中 
0 (xi 一 se 和 xx 扫 一 6) 
mu(1+ 三 ) (一 sc 和 xzx 委 0) 
4 一 。 ?20 (0 和 xx 委 xo) (26》 
mo(1 一 圭一 因 (xo 和 xy 和 xo 十 6) 
”0 (xo 十 se 和 xx 近 ‰ 十 s) 
选取 
(mw 一 
2 
及 一 mo tan (zx 一 区) (一 s 和 xx 之 xx 十 6) (27) 


2 
W 


要 使 尺 成 为 连续 画 数 ,常数 7770 与 光 3 必须 英 足 下 面 诸 式 : 


(xz 十 sS<x< 委 xz 十 6) 




















科 172 172 人 
一 一 妇 一 (一 6 一 2x) < 一 (xzo 十 8 一 xxa) < 一 28 
本 3 《 3) = (xz 3 ， (28) 
间 CR (29) 
YY1 ZU82 ””YV0 忒 
《29) 改 写 为 
Zoo (xi 十 e) 一 arctan 2 ， 20(xo 十 es 一 委 ) 一 arctan (30 ) 
2 一 120MX1 之 7120(X2 一 Xo) 
洽 去 Y%3 得 到 
2 (Kx 十 2s) 一 arctan 十 afrc tan < (31 ) 
水 一 120X1 zj20(CX2 一 Xo) 











了 AT 
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上 式 左 右 端 分 别 是 me 的 增加 酚 数 与 减少 夯 数 .。 当 三 十 0 时 , 左 端 数值 小 于 右 端 ; 当 


办 一 开 一 0 时 , 左 端 数值 大 于 或 等 于 右 端 。 因此 在 区 间 0 芝 由 和 2 和 4 中 可 解 
xo 十 28 xo 十 26 


出 唯一 的 7720， 代入 (30) 得 出 YX3) 满足 (28 ) 与 (29). 
由 上 面 选 法 可 见 , 4, 4:., R 在 Dr 中 都 连 乱 , 且 (《24) 式 满 足 . 


在 太 前 0 和 xx 和 因 部 分 内 ,由 (25) 与 (26) 得 由 4 一 轴 (: 全 名) ,把 它 写 成 象 (16) 























式 的 样子 ,应 扎 是 
BCx,y) 一 0， (32) | 
C(y) 一 0， (33) 
zy) 一 ?70。 (34) 
引 1. 在 DT 中 如 能 找到 连 先 且 分 段 可 微 的 画 数 mm，(y) ，mw(?) 满足 (14) 与 下 列 三 式 
12(0 ) 一 7j0， (35) 
当 一 s&y 和 0 时 ，mw(y) 一 1， (36) 
ma+ ?) 十 二 | 0 (zz 一 工 十 2 | 这 
-区 + < 六 2 
则 唯一 性 定理 成 立 。 
证 .在 DT 中 渤 取 
BCxy) 一 0， 《38) 
划 由 (17) 得 


g 一 4 一 1/ 一 0. (39 ) 
由 (20) 与 (39) 可 见 ， 当 加 和 和 0 时 ，cv 为 分 段 连续 。 因 cy = CyMW 一 及,m， 一 


= my M 一 玉 , 由 这 二 式 与 (33),(34) 可 见 当 y = 0 时 ，Cy, my 存在 (其 值 为 雳 )。 由 (16)， 
(20),(25),(26),(32);(33),(34),(38) 可 见 4 与 4 在 刀 内 及 万 的 边界 上 为 连 绪 ,， 4， 为 分 区 
连 线 ，4, 可 能 有 的 不 连续 线 只 是 Df 中 的 一 些 横 线 。 ae = e4 的 连续 可 微 情况 与 4 类 似 , 
在 DT 中 可 由 (9) 式 解 0， 由 (36) 可 见 , 当 :一 se&y 和 及 0 时 0 = 一 4 一 玉 , 由 这 式 与 
(22) 可 见 ,9 的 不 连续 线 与 dy 相同 。 由 (8) 与 (23) 可 见 ，P 的 不 连续 线 与 4y 也 相同 。 由 
(6),(7) 及 其 附注 可 见 5，c 在 刀 内 及 刀 的 边界 上 为 连续 。 由 366 页 的 注 2 ,可 见 cy as, cy， 
2，c, bp, 4 的 连续 与 分 区 可 微 条 件 已 经 适合 . 

由 (14),(16),(21),(24),(37),(39) 可 见 (11) 一 (14) 成 立 ,由 此 得 到 唯一 性 定理 成 立 
的 结论 ， 





1) 连 闵 且 分 恨 可 微 指 >(?) 与 w(y) 当 yo 委 ?7 过 0 时 为 连续 ,而 且 它 倍 的 导数 只 有 有 限 个 不 连续 点 , 且 在 导数 的 
不 连续 点 处 左右 导数 都 存在 。 
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第 二 种 选 法 ， 珊 1, mi 是 两 个 非 负 的 待定 常数 ， 在 Dt 中 按 (25) 式 选 4, 其 中 


























,0 (xi 一 s 和 xzx 委 一 6) 
(+ mL+ 二 ) (一 sE 和 xx 和 0) 
4 一 二 (0 二 Y 外 轧 ) (40) | 

(一 一 + mm) 人 1 一 和 和) (mo 和 << 和 十 8 

xo 十 人 十 本 

人 (xo 十 es 和 xx 秋 和 十 e) 
选取 
2 
(xx 一 seE<x 委 一 6) 
jh 一 8 一 X 
及 王 we + man| 衬 e+e+ 三 | (一 6 和 xyx 委 xx 十 e) (41 ) 
(十 se<xz 委 刀 十 6 
Sa 十 8 一 和 


要 使 尺 成 为 连篇 夯 数 ,常数 mi 与 人 必须 福 足 下 面 族 式 : 




















1721 开 

-一 - 十 2s) 志 一 ， 42 
7 Gxo 6) 7 ( 二 
2 一 1 过 一 2 7721 宽 

一 一 一 十 一 十 ft -一 + 2e) 十 王 | 43 

X1 人 2 一 xx 人 十 xo 十 2e 人 5 (ao 4 了 ae 
| 消去 1 得 到 
| tan | 衬 (xo 十 2s) 十 三 | 一 2 十 一 一 2 -一 一 一 一 一 一 一。 (44》 
“ 74 一 3 7721 [Eee 十 xu 十 2e) ) 
2 -021 YI 


上 式 左右 端 分 别 是 mi 的 增加 与 减少 夯 数 , 且 当 mm = 十 0 时 , 左 端 数值 小 于 右 端 ; 当 


一 - 一 0 时 , 左 端 数值 大 于 或 等 于 右 端 。 因 此 在 区 间 0 入 和 称 
2(xo 十 26) 2(xo 十 2s) 


中 可 解 出 唯一 的 mw, 代入 〈43) 得 出 7 . 
| 由 上 面 选 法 可 见 , 在 Dr 中 4, 4，, R 都 连 炉 , 且 (24) 式 满足 . 
在 Dr 中 的 0 和 >* 委 和 部 分 内 ,由 (25) 与 (40) 得 出 


二 +m 人 (xz 一 2 





1T721 











二 二 

2 

把 它 写成 象 (16) 式 的 样子 ,应 该 是 (33) 与 下 面 二 式 : 

BCe,?) 一 nz+X+e 一 器 (加 + 十 e， (45) 
MI(y) 一 ?21。 (467) 


引 2. 在 DT 中 如 能 找到 连 和 绪 且 分 段 可 微 的 画 数 mm(y) ，w(y) 满足 (14),〈36) 与 下 烈 
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汉沽 
7z2K0 ) 一 1]1]1， (47) 
2 0 1 天 | 一 
J 生 ?j) | 下 本 2 站 | 
ee 天 坟 0Y 48 
[一 t+ < 交 ， (48) 
则 唯一 性 定理 成 立 
证 .在 DT 中 尘 取 
Be 人 =jnce+X1+Y+ 昌 一 mn( 匀 +1+eh， (49) 
由 (17) 与 (49) 得 到 
8 一 0，4 王 过 ， /一 2 (50 ) 
x0o 十 人 十 27Y 十 e xo 十 人 十 27Y 十 se 


由 (45) 与 (49) 可 网 了 3，B-，By 在 姜 内 及 姜 的 边界 上 为 连篇， 其 他 核验 c， ax，cy，2， 2 
”4 的 连续 与 分 区 可 微 情况 与 第 一 种 选 法 时 类 似 . 

由 〈《14),(16),(21),(24), 人 48),(50) 可 见 (11) 一 (14) 成 立 , 由 此 得 到 唯一 性 定理 成 
立 的 竺 其 

第 三 种 和 逃 法 ， 假 裔 





xz 十 和 一 xzo| 委 2xo (51) 
成 立 。 屋 nn, >， ?2 是 三 个 非 负 的 待定 常数 ， 在 Da 中 尘 























4=| ddCx (52) 
到 (xo+v 一 Ap) 
其 中 
和 (xi 一 se 委 x 扫 一 6) 
(Le 
关 十 e s 
了 功 
十 zj2 (o<*< + ) | 
1 im (ea 二 > 一 上 < < 
xXo 十 7 十 s 一 % 总 
+ mm 一 和 ) (xo 和 xyx 委 xz 十 s) 
7 十 8 8 
“ 重 (xo 十 se 委 x 委 入 十 s) 








1) 由 (51) 式 可 得 出 0 入 < xo, 见 下 面 (59) 式 ， 
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选 取 


(xi 一 6e 委 xx 扫 一 6) 











= + man| 亚 (* 十 士 开 | (-*<:*< 一 

















X 十 上 十 s 2 
履 车 河 (十 > 一 ) 
一 722 tan| 一 (xo 十 6 一 zx) 十 一 < 和 xx 和 2 十 
Po Tv mon 2 (mn 4 2 ae 
| 
\ (xo 十 se 福 x< 委 xx: 十 s) 
xz 十 6 一 %X 


要 使 R 成 为 连 丢 夯 数 ,常数 wy，?z2z 必须 色 足 下 面 诸 式 : 








2 (加 十 岂 一 ?十 26) < 于， 2 (和 十 ?一 站 十 28) < 二 ， (55) 
和 二 一 - 加 《56) 
MX1 凡 MX2 一 %o0 了 


mn| 哇 (十 一 ?+26) 十 工 | + mmm| 于 人 + 一 上 +26) 二 三 | = 








仆仆 扑 仆人 下 入 下 仆仆 生生 二 二 ae 一 





一 (57) 
M 十 于 十 2 十 26 
由 (56) 得 出 
人 
应 用 (51) 得 到 
车 2| 阅 十 因 一 加 | 和 





(2 一 zz2x1) [2 十 zzaz(x2 一 xo) ] 2 


| 由 (57) ,058) 油 去 上 ,> 得 到 | 








tan [| 王 (= 十 一 二 7 十 2s | 十 和 | 十 


2 一 1]22X1 : 十 17122( X2 和 x0) 





+ tan| 到 (和 二 人 过 -一 -= _ + ?+ 三 | = 

4 2 十 zzzx(x2 一 xo) 2 一 zz22Mil 4 

= ee (60) 
7722 | XWY0 十 ee 十 2 2 十 2e | 


2 一 zzxl 2 十 zz(xaz 一 xo) 








(60) 式 左 问 两 项 都 是 mw, 的 增加 画 数 ,这 是 因为 对 ms 的 导数 等 于 二 secz [ 。] 与 下 式 的 乘 
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积 
一 2x 2(x; 一 xo) | 二 
轴 本 和 
L(2 一 122X1) [2 十 wp (xa 一 xzo)] 











一 xu 土 | ss X2 一 %0 | 4 一 22xi(xz 一 zo) 5 
2 一 1122 Xi 2 十 1122(X2 本 xo) (2 人 71222X1)[ 2 十 1122(X2 本 xo) ] 








志和 一 WE YX2 一 %0 
2 一 71722 1 2 十 1122(X2 xzo) 


上 面 最 后 二 式 的 成 立 是 应 用 了 (58) 与 (59)。 
易 知 (60) 右 端 是 wz 的 沽 少 画 数 . 当 2 = 十 0 时 ,(60) 式 左 端 数值 小 于 右 端 ; 当 xx 满 


是 是 Cnm 二 | 一 >| 十 2s) 三 二 一 0 时 >, (60) 式 左 端 数值 大 于 右 端 。 因此 (60) 有 满足 





om | 一 7| 0， 


《55) 的 唯一 解 22。 代入 (58) 得 出 P>。 
由 上 面 选 法 可 见 , 在 Dr 中 4, 4., R 都 连续 , 且 (24) 式 湛 足 . 
在 了 Dr 中 的 0 入 x 委 xx 部 分 内 ,由 (52) 与 (53) 得 出 


ln 本 + ma(z 一 所 二 2 一 铺 ， (<*< 汪 + 一“ 
元 (x 十 p 十 办 十 8 














一 





1 
了 (xz 十 请 十 2) 十 e 


xX0 十 2 一 必 2 宁 归 一 丘 ) 
PE +m(z 一 2 外 2 <x*< 和 zi 


把 写 写 成 象 (16) 式 的 样子 ,应 该 是 (33) 与 下面 二 式 : 
ln 半 二 下 十 22( 一 7)， (o<*<+2 一 “) 
工 (mm 十 产 十 切 十 se 
BCz,7) 一 4 1 (61) 
三 (x 十 亚 十 7) 十 s 芋 
2 1722 的 和 一 
WP + 2 一 ,人 2 全 xz 全 知 )， 
































772 一 1722。 02 
引 3. 在 DT WwW w(y) 满足 (14)， wa 
zz(C0) 一 zz2 《63) 
ETEEESCCT 可- 
-| :+ + mw | < 十， (64) 








1) 因 上 面 已 证 明 过 了 (Cn 二 In -yy| + 286) 是 ms 的 增加 函数 , 双 显 然 它 二 二 (zxe 十 25)， 故 存在 唯一 的 


正 数 ms 满足 2 (Cxo + |A-Y7| 二 25) = 艺 二 


























374 ， 交 网 > 
其 中 
2 
Y 之 1/2 一 ?| 一 2 
xz 十 上 十 ?十 27Y 十 2s 《 /2 一 ?| 一 zxo)) 
十 
2xo 十 严 十 2 一 | 一 ?| 十 47 十 28 人 
则 唯一 性 定理 成 立 . 
证 . 在 DTF 中 选取 





BCx， y) 加 (66) 
了 (mo 十 户 十 2) 十 了 十 s 


772 
全 生 2T 直 革 人 一 护 直 本人 人 








和 一 


由 (17) 与 466) 得 到 


2 
xz 十 半 十 ?十 27Y 十 2e 





当 了 > 于 (|z 一 ?| 一 各 时 ， gz 一 414 一 ?= 


当 了 < 二 (| 一 咱 一 za 时 ， 




















“ 1 
共 一 一 一 
xo 十 上 十 2Y 十 s 二 (和 十 彤 十 功 十 了 十 8 
1 和 和 下 名 辐 ， 和 二 
六 (mm 十 情 十 功 十 了 十 8 7 
2 
g 一 - 


六 (十 请 十 办 十 了 十 8 0 





1 1 | 
本 本 (An > 7). 


六 (十 请 十 只 十 了 十 8 和 十 2 十 2 十 6 








由 (61) 与 (66) 可 见 刁 ,了 B.， By 在 刀 内 及 万 的 边界 上 为 连 和 顷 ， 其 他 核验 co, c.. ay, 2 c， 
, 9 的 连 夭 与 分 区 可 微 情况 与 第 -一 种 选 法 时 类 似 . 

由 (14),(16),(21),(24) ,64),(67) 可 见 (14) 一 (14) 成 立 , 因 此 得 到 唯 -- 性 定理 成 立 
的 结论 . 

大 致癌 来 , 当 一 2 与 入 一 xz 都 比较 大 时 用 第 一 种 选 法 比较 好 ;- 当 一 比较 小 而 
x 一 2xo 比较 大 时 用 第 二 种 选 法 比较 好 ; 当 一 xi 与 一 加 都 比较 小 时 用 第 三 种 选 法 比较 好 。 

综合 引 1, 引 2, 引 3 工 略 加 改变 ,得 到 下 列 和 结果. 

引 4. 屋 j(>z 一 0, 1, 2) 是 下 面 三 式 的 最 小 正 根 : 
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备 一 一 arc tan 十 arc tan-- 2xo (68) 
一 1joxl 1jo(x2 一 xo) 
11 2xo 2(xo 人 zl) 
man (于 十 工 ) = 十 》 (69) 
站 (xz 一 xo) (xzxo 一 xl 一 zl) 
[Gy -二 + 习 + 
4 2xo 一 12X1 2xo ER xo) 
+ tmn| 二 (1 一 二 二 - 十 2 一 2 )+ 三 | = 
二 2x0 11X1 2x0 十 12(x2 0 xo) 和 
< 十 1 (70) 
j|1 + 一 -4 考 “2 一 一 
2xo 一 12X1 2xo 十 72 (Cx: 人 xo) 
设 X, (2 一 0,1;,2) 由 下 面 三 式 定 出 : 
AXo 一 x0， (717) 
Xi; 一 al 人 )， (727 
2xo 一 11X1 
X， 一 | 十 ce - 十 < 局 | 十 
2Xo 一 和 区: 2xo 十 7j2(x2 一 xo) 
十 5| > 中 2 一 | |， 《73) 
- 2xo 一 12X1 2xo 十 72(x， xo) 
其 中 当 ma 二 2 一 | 人 zkxz 一 xzo) | 过 0 或 人 0 时 ,6 三 0 或 1. 
2xo 一 12x1 2xo 十 72(x2 xzo) | 
在 区 间 m 委 y 委 0 中 ,如 能 找到 连 丢 且 分 段 可 微 的 画 数 (y) ，mw(y) 满 足 .(14) ,36) 
与 下 列 二 式 : 
m(0) 一 姑 ， (74) 
YX0 
2 (| YX%0 1 | 下 全 让 
区 和 + 了) 十 2 me RS 和 1 十 2 
2 天 3 | V0y 
M 本 十 才 《75) 
民 2( 一 一 玉 )202 2z 


则 唯一 性 定理 成 立 . 

证 . 久 ”= ]1 的 情况 为 例 , > = 0, 2 的 情况 可 以 同样 考虑 ， 

由 于 在 引 2 中 wa = oa(e) 与 1 一 Xe) 都 是 es 的 连续 画 数 , 故 当 由 (69)， (72) 解 出 的 
站 (这 是 引 2 中 s = 0 时 求 出 的 waxo) 与 Xi 满足 (74)， (75) 时 ，, 必 能 找到 充分 小 的 正 数 se 
《这 个 。 可 以 与 (75) 式 中 的 s 不 同 ) 使 wi(e), Xe) 满足 (42),(43),(47),(48). 故 由 引 2 
得 到 ,唯一 性 定理 是 成 立 的 ， 引 4 证 些 . 

引 4 中 人 淋 存 有 两 个 未 知 画 数 m 与 z, 很 不 方便 ,需要 进一步 简化 . 





1) 定 出 入 时 ,要 在 (51) 式 成 立 的 限制 之 下 。 
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(75) 成 立 的 充分 条 件 是 
0 可。 lz 一 1++2f 
CE 全 十 
大 天 ,ff < 二 0OY 
[二 2( 一 玉 )32 +zm |< 2z 7 
考虑 到 (76) 式 , 按 (74) 与 下 烈 二 式 来 选取 稼 比较 合 适 : 
12Y < 0， (77 ) 
Le xXo 十 本末 7 玉 ,/ __ 
提 |z 一 1 十 2jH zly 7 
4( 一 民 ) 7 A/ zy 呈 |， 《78) 
让 
1 e 7 及, 加 
电 二 Et 昌 汉 |， L X 十 2z27F 十 es 本 2( 一 天)22 
oo lz 一 1 十 2f1| mr 
rr | 中 (79) 
员 (78) 与 (79) 可 见 ,(77) 成 立 的 充分 条 件 是 
72 人 |z 一 1 十 2 有 | ， ror 
人 | 雹 十 好 二 区 一 有 于” 权 一 有 7 Wo 上 党] 
7 Kf 玫 |mw 一 1+21| ，mwr 了 
时 中 ,| 元 十 7 十“ 开 一 R 王 克 一 K5， V/ 训 + 全 |] 好 +7>0. (80) 
当 (80) 成 立时 , 按 (79) 式 选取 的 刀 必 然 满足 (76) , 故 得 下 列 引 理 ， 
引 5. 在 区 间 % 入 y 入 0 中 , 如 能 找到 连续 且 分 段 可 微 的 西数 z (?) 满足 (36) 与 
《80) 时 , 则 唯一 性 定理 成 立 . 


所 有 上 面 的 讨论 ,对 于 故 y)《〈 写 的 定义 见 (10) 式 ) 只 有 轻微 的 限制 , 即 只 要 假 直 了 在 
和 y 入 0 中 是 连 夭 甚至 是 分 段 连篇 就 够 了 . 

今 假 二 了 在 mw 和 y 委 0 为 连续 且 分 段 可 微 ,而 且 在 一 些 地 方 取 到 负 值 . 满足 1(y)<0 
的 y 的 上 界 记 为 m，, 假 屋 办 < 和 <0， 逃 取 

w“= 二 (六 < 委 y 委 0) 
1 一 21 (xm 委 7? 委 》)， 

旭 (36) 式 满足 ,又 (80) 式 当 六 < yy 入 0 时 显然 成 立 ， 故 由 引 5 得 到 下 面 的 

定理 . 如 果 当 轴 委 y 委 嫉 时 ， 


9 天 大 
0 十 27Y 十 es | 二 二 一 人 | 二 
Ce ) Xn， 十 zy 十 8 2( 一 K) 7 1 一 2/ 


9 Y(CyD) 
+1| 2 +3| | 全 一 一 万 | 立 +P>o (32)) 
Y Xn。 十 zz7 十 e Y 2( 一 玉 D2 1 一 21 


《81) 














1) 因 (80) 式 中 含有 wz 妈 , 故 (14) 式 自然 成 立 , 不 必 另 外 伍 述 。 
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满足 , 则 唯一 性 定理 成 立 . 
空气 动力 学 上 的 例子 "， 裔 有 是 一 个 正常 数 且 有 一 2.5. 

















1 一 (28 十 1): 和 
天 (?) 一 GT， 》 ee dt， (837) 
GD 0 这 ) 6(28 十 12 
旭 *= 一 上 _ 对 应 于 y= 0，-- <*<1 对 应 于 y 的 负 值 ，* = 2_ ”对 应 于 
28 人 28 十 B 十 2 
7 一 yi。 双 
一 天" na 2[(8 十 2)z 一 2] 








2 一 K) ”MI 一 *z[(28 二 1 一 1 





太一 刀 en MI 一 *[4 一 (8 十 2)z] 
1 一 2f  MW 一 KG 一 2 VC28+1z 二 1[8(28 二 1)z+2(B+2)z 一 4] 




















Y=| V=Ka= 一 字 M (28 十 1)* 一 14d 
2 8+T 1 2t 























1 
aa 一 一 
0 28 十 1 上 arctan C28 十 1)t 村 


1 一 要 


当 : 王 1 时 天 成 为 不 堪 入 , 故 上 三 工时 对 应 的 xo 是 不 可 能 的 , 写 的 数值 ( 记 为 z) 是 
一 切 可 能 的 xo 的 上 界 . 


各 一 一 27|,-: 一 (V28 十 1 一 1)r， 
1 es 人 
而 二 2 一人 和 28 士 3 和 it 





























MV 1 一 : 了 1 
2 用 十 1 
一 227c tan 和 am 
(28 十 1)2 一 1 


空气 动力 学 上 名 常 遇见 的 情况 是 Dr 区 域 被 限制 在 0 委 x* 委 如 中, 邹 阅 0, zx 一 
xo。 这 时 应 该 应 用 定理 中 > = 2 的 情形 。 由 (70) 得 到 , 尹 是 满足 下 式 的 最 小 正 根 


二 人 712 


语 
12 一 1.112. (84、》 





1) 佐 考 [2]. 
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由 (73) 得 出 X = xz。 因此 (82) 化 为 





| -一 二 一 人 | 十 6 十 27) 十 ln 天 yl 
鞭 一 RE 











(一 疏 尹 
(xo 十 e 尹 天》(7) 
< 人 十 2 十 ]n 和 
一 天 (yi1) 
选取 e = 秃 一 知 并 以 (83) 式 等 代入 上 式 得 到 
! 2[CB 十 2)z 一 2] V1 一 上 [4 一 (B 十 2)] 相 
汪 ， 1 一 上 [(28 十 1)z 一 1]22 AMW(28+1)z 一 1[8(28 十 1)z2 十 2(B 十 2)z 一 4] 

















一 # TRY | 
负 B arc arc tan 忆 1 


28 十 1 














二 "| 8 ABC28 十 1)。 VERCBTDPTXBT2771 ， 
VI1 一 xz[(28 二 1)z 一 1]2 


区 ra 一 
1 es 吉 sa- 




















ii 
28 十 1 
产 sn 
< 和 机 +h|(V26+1i 1)r 3 (85) 
作 术 5 换 
1 一 上 Lt 卫 
TY wa 
则 (85) 化 为 


2x[(2 一 B) 十 (7B8 十 2)x][1 十 (2B 十 1)x] il 
(2B8 十 3) 十 2(4B 一 1)z 一 5(2B 十 1)z 





1 
弟 1G 3x)[1 十 (28 十 1)z] 十 








WV28 十 1 arc tanA/ (28 十 1)x 一 arctan AN ze 有 
AN/ zz 


十 ln |a 十 xz)A/ (2B8 十 3) 十 2(48 一 1)xz 一 5(28 十 1)x2。 











1 


MW28 十 1 arc tan A (28B 十 1)aw 一 arc tan 2 和 
AN/ xz 


六 aa 
<1+ 于 +n|(CV326+1 1) 2 V26+ 圳 (87) 
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下 (34) 代 大 (87) ,并 全 有 B = 2.5, 得 





工 | Ga 一 se 本 &k( 一 1 十 39x)(C1 十 | M 6 arc tan AM 6x 一 arc tan AM ze 


AM zz 


8 十 18x 一 30xz 





十 





十 也 |a 二 az)M8 十 18x 一 30z M GaretanV Gu 一 arcetan W 


M 2 
由于 了 < 妇 思 对 应 于 + >> 二 二 二 ,由 (86) 可 见 即 对 应 于 zx < 二， 





B 十 2 


| <4.399， (88) 


因此 必须 核验 《88) 


去 当 0 < 上 < 妇 工时 是 否 成 立 。 计算 结果 表明 ,在 0 和 * 去 于 的 范 围 内 , (88) 式 左 录 在 


3 
z 一 0.03 附近 取 到 不 超过 3.660 的 最 大 值 , 因此 (88) 式 总 是 成 立 的 . 


由 于 3.660 与 4.399 


福 差 晤 大 ,因此 有 在 2.5 附近 的 某 一 范围 内 , 仍 能 使 487) 式 成 立 。 故 得 下 列 结 果 : 
如 桔 玉 (7y) 由 (83) 式 定 出 (8 = 2.5)， 对 于 任何 可 能 的 x, 只 要 椭 贺 区 域 的 边界 线 


厂 : 发 配制 在 0 入 x 入 zo 内 0,， 则 唯一 性 定理 总 是 成 立 的 . 
如 时 一 不 是 由 一 条 曲线 构成 , 而 是 由 几 条 伸延 到 无 


考 远 互 不 相交 的 曲 入 构 成 时 ,只 要 添加 条 件 mx <o， 川 人 - 


?一 十 oo 


型 只 一 竹 定 理 仍然 成 立 。 这 是 因为 上 述 证 明 中 , 在 椭 园 
区 蕊 内 是 选取 4 三 ay 三 0 三 < 一 0， 故 在 能 量 积 分 与 圭 
积分 之 和 中 沿 T3 的 和 线 积 分 ( 见 [1]) 是 





| [KRasz: 一 bo 一 2c 玉 zzz)dy 十 2cxzydx ]. 


当 击 伟 延 到 无 穷 远 的 曲线 Da,，T3 等 构成 时 ,用 横 线 联 
读 这 些 莫 发 的 积分 ( 邹 图 中 六 上 的 积分 ) , 取 极 限 要 不 为 
全 ( 蝎 [1])。 外 





~3 


1m 
?9 一 十 oo 了 


志 于 xz>>0, 在 [FF 上 dx<0, 因 此 上 式 成 立 的 充分 条 件 是 


CttUy dx 之 0. 


lim xzxy 委 0. 
y 一 二 on 
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1) 闭 上 法 兽 明 易 知 这 限制 可 放宽 为 了 <x 苹 -了 ， 甚至 可 更 进一步 放宽 。 


Na 


Protter，M- 于 -，Uniqueness theorems for the Tricomi problem II，1。 Ratiozal Mecp. 47za1. 4 (1955)， 
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UNIQUENESS THEOREM FOR CHAPLYGIN'S PROBLEM (ID) 





ToNG 必 wANG-CHANG 


Fa 


(Cpcekia7N2B8 LU7zzitexz5sity ) 


| 、 ABsTRACT 
In this paper the uniqueness problem of the Cha- 
plygin s equation 玉 (y) xxr 十 ztvy 一 0( 玉 (0) 一 0; 二 之 0 
罗 


for y 六 0) is considered. The domain D is bounded 


by three curves showing in the figure， where Tand 了 











are characteristics defined by the equation dx 十 开关 一 0， 

刀 尼 Ta is a _ continuous curve。 Let the coordinate of P be 
XC 2/ 

站 生 为 (ea， nm ) and the minimum and maximum abscissas of 


条。 em 
Fe 2 (到 ) = j(y) and | V 一 
多 


(7 一 0, 1,， 2) be the least positive roots of the following equations: 


加 2x0 





一 一 十 arctan 一 - 
一 1ox1 1jo(x2 一 xo) 


( 二 工 ) = - X0 二 一 2(xo 一 jxl) ; 
2 4 站 (za 一 xo) 站 (xzo 一 zi 一 7hxzl) 


12 一 YX1 二 一 YX0 ) 三 | + 
tan |- 二 人 1 十 二 
| 人 4 2xo 一 12 2%1 2xo 十 rr Xo) 


一 -一 实 
十 t 民 4 一 二 一 十 人 一 ) 一 三 | 一 
汗 2xo0 -一 12X1 2x0 十 12(x2 xo) 二 


4 (whenjxzl 十 z 一 zo| 之 2xo). 


s 1 十 呈 %1 十 YXY2 一 YX0 | 
刘 2x0 712X1 2xo 十 72(x2 芝 xo) 





一 afc tan 


























rat 2 一 ao; 局 一 (1+ 二 -二 一) 
2xo 一 11X1 
和 一 知 |1+ 一 和 一 十 一 一 将 一 罗 |+ 
“ 攻 2xo 一 12X1 2xo 十 j2(xaz 一 xo) 


十 9 xXo 十 2Y 一 


一 


RE xo(Cxz2 一 xo) 
2xo 一 12X1 2xo 十 72(xa xo) 














一 xoxl xo(xa 一 21) ar 





Where 一 0 orlaccordingto xo 十 2Y 一 








2xo 一 12x1 2xo 十 72(x2 人 xo) 
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Finally，let 一 0 话 jGy) >0for al mw 委 ?<0，otherwise let y be the upper 
bound of values y in the interval ‰m% 委 < 0 satisfying jy) < 0 
Theorem。 If y < 0 and there exists a positive number es and an integer z(z2 一 0,1,2) 


such that the following relation holds for m 委 yy< 委 入: 




















机 天 * 妃 
0 二 二 il 
ee + Xn 十 21Y 十 6 2( 一 及)3 一 十 
2zdY Y(y1) 机 太 
4 元 + 王 二? + 中 Fe | 的 信和 


and 让 w is a quasi-regular solution whbich vanishes on 了 十 了 3，then xx 一 0 in 三 . 
The example for gas dynamical problem shows that this theorem is better than the 
result of [1] and [2]. 


The method of proof of the theorem is to consider the sum of the energy integral 


| (ez 十 pzis 十 czty)( 民 xs 十 xyy)dxdy 一 0 and the zero integral 则 | | 呈 com 守 
X 


+ cao)| dxdy 十 中 [eceax 一 pdy) 十 drzt2)] 一 0 for suitable choice of ae,2c， 力 ,9g37。 
X 

















| 
| 
， 
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圆 内 解析 国 数 的 某 些 性 览 * 
匈 华 去 


(北京 酒仙 桥 业 余 工 学 院 ) 


若 画 数 f(z) 是 贺 |z| < 1 内 的 解析 男 数 , 且 祷 足 : 
1 人 ceo ae 全 < oo，(0 委 r*<1: 尹 >0) 


则 称 本 数 xz) 属于 克 。 类 , 简 记 为 屹 z)6 p. 

同样 车 夯 数 xs(z) 在 贺 |x| < 1 内 调和 , 且 满 足 上 述 条 件 , 则 称 夯 数 xs(z) 属于 加 类 ， 
简 记 x(x)《 如. 

现在 假如 有 两 个 单位 圆 内 的 解析 夯 数 , f(z) 和 8g(z)， 确定 为 下 烈 航 数 : 





(z) 汪 p， g(z) 本 之 pozr 
我 们 可 以 作 另外 一 个 贺 内 解析 画 数 R(z), 确定 为 下 烈 航 数 : 


FF(z) 一 s CrDo2z 


儿 二 0 
对 于 画 数 FR() , H. A. 贡 agPImroBD 得 和 到 了 下 面 的 辕 果 : 著 在 |z| < 1 工 内 ,1(z)6E 刀 ， 
|Reg(z)| <C (Cc 为 常数 ) 则 F(z) 在 |z| < 1 中 有 界 ， 因 此 在 贺 周 |z| = 1 上 几乎 处 
处 有 角形 边界 值 存 在 . 
实际 上 ,我 们 还 可 以 证 明 下 列 : 


定理 1. 车 在 |z>| <1 内 , 1(z>)6 局， Reg(z)E 加 . 这 里 如 > 1;9g > 1， 四 十 





要 一 可 
QZ 
则 了 (Cs) 在 |z| < 1 有 界 , 因 此 在 贺 周 |z| =1 上 几乎 处 处 有 角形 边界 值 存在 , 

证. 全 > 一 *ec”,g(z) 兰 x(r,p) 二 2V(Grp), 这 样 我 们 容易 得 到 : 





oo E 
U (7 中 ) 一 全 学 > (akcoskp 一 Bksinkp)r. (1) 
= 1 
这 里 有 
2 
xx 十 ix 一 -| zt(7P)e dp ， 0 二 ?<1， 有 一 0, 12， 
7 J0 


因 为 我 们 有 (rere-?)) 2 > akrkeik(-?)， 所 以 从 (1) 式 得 
KR=0 


1 2 
这 zy9p)fr ed 一 ooao 十 OKDR2 一 玉 (z)， (2) 


K=1 





* 1957 年 硅 月 8 日 收 到 . 
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这 里 > 一 pc，p 一 也 0<p<<1. 
由 [exbnepa 不 等 式 和 定理 的 条 件 , 可 得 
| 有 (=) | = 三 人 | (rp)f(r，ec 人 0 )) dp - 


从 


二 | 人 cy ea 人 yesee-olae|*< 


二 : 





因为 R(z) 一 书 (z) 二 ao 人 2 一 o)， 故 |FGz)| 和 ci，|z| < 1. 
最 后 根据 由 ary 定理 已 , 知 F(z) 在 |z| = 1 上 角形 边界 值 几 乎 处 处 存在 ， 
定理 2. 车 在 |z| < 1 内 ，zx(r,Pp)6E 态 则 
1” 当 f(z)6E 忆 时 ，FCs) 6 万; 
2 当 帮 z)6E 万 时 ，F(Gz)EEo， 放 > 1; 
因此 F(Cz) 在 圆周 |z| = 1 上 ,角形 边界 值 几 乎 处 处 存在 
证 1 。 由 (2) 式 可 得 


2 2 ( 2 
全 ea91ag< 工 lees ICeero)lapag< 


了 
开 

< 二 ,es plzp| ye,eeo1a0< 
下 J0 0 


< 委 C. 
故 由 六 (xz) 6 万: 得 FRGz)6E 万 ， 
钙 2 .由 (2) 式 和 定理 的 条 件 得 


2 刀 本 2X 
站 1P (Coe )| | ?” < 委 引 
0 
2 本 


< 二 | eco)1 | fo;se-o | aaae< 


1 


2 
二 | 比 (r， p) 1 (r， ef?))d9 [0 < 








2 
< 对 | lza(r， 2)|aop 入 C， 


故 由 六 (sz)EE,b> 1, 得 FGxz)6E 万 ,，. 

最 后 由 [2] 第 二 章 , 我 们 知 , 若 FR(z)6EEpo,b1 时 , 则 PC) 在 |z| =1 上 ,角形 边界 
值 几乎 处 处 存在 ， 

和 柔 . 在 定理 1 或 定理 2 的 条 件 之 下 , 我 们 可 得 F(z) 在 |z| =1 上 的 角形 边界 值 
BF(e2), (zz 一 peil,p 一 PP,0<p<1) 可 以 表 为 下 式 . 


Fe0) = 工 | Cl p)1L, co-9)d9 十 mm 人 一 o)， (3) 


实际 上 , 由 定理 1 或 定理 2 的 条 件 , 我 们 可 知 zx(r, P) 和 fr ec-?)) 的 角形 边界 值 
在 |z| =1 上 几乎 处 处 存在 , 且 
limw(r 中 ) 一 wp(1, 9p)， linaj(r， cj) mL er 
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双 因 为 在 |x| < 1 中 

la( 人 rp)| 委 | 人 pp)| ，|fre 人 | 和 11e 7) |. 
而 从 定理 1 或 定理 2 的 条 件 , 可 知 |x(1,9p)| 和 |f(1:e )) | 为 工 可 积 ( 参 者 [2]. 第 二 章 
$2 和 [3] ,第 九 章 $2 定理 3 ) , 故 从 勤 具 格 定理 由 可 得 


2 
limPi(pez) 一 lim 工 | tp(7D)fCriete-))ZED PD 一 入 
Ap 一 1 人 人 0 


天 一 他 


2 
mm | im ws (7,p)jGrycre-9)d9 
0 Fr 一 1 


实 


2 
mm 工 | u(1, 9p)f(1， ere-9)dp。， 
开 


0 


故 可 得 
limFCpoe) 一 limPi(Cpecz) 十 ao(2o 一 oo) 
pp 一 1 Pp 一 1 


2 
-一 工 | zt(1,p)FC1 ez- ))CZLOD 十 ao(20 和 oo) . 
0 


下 面 我 们 将 进一步 考虑 与 圆 内 解析 画 数 的 积分 连 敌 模 有 关 的 一 些 问题 . 
若 1(s)EBDp,b> 1，|s| <1, 我 们 已 知 帮 zs) 在 |z| = 王 1 上 角形 边界 值 1(e2) 几乎 
处 处 存在 , 且 f(e2) EL 我 们 称 opg (6) 为 f(z) 的 积分 连篇 模 ,表示 为 下 式 : 


罗 (8) 一 sp | (eero) 一 Keo12ag| 
则 我 们 得 到 : 
定理 3. 着 在 |z| < 1 内 ，Re g(z)6 页 ， 帮 Ca)E Hp，P > 1， 则 成 立 : 
史 (5) < c(9)， (PCz) 的 定义 同 前 ) 


证 .由 定理 2, 知 F(z) 6E 刀 ,bb>1, 故 F(z) 在 |z| =1 上 的 角形 边界 值 PCeze) 几 
乎 处 处 存在 ， 双 由 (3) 式 可 以 得 到 : 


了 (cit)) 一 环 (ei9) 一 工 | emp)IGLee-er) 一 (1;et6@-?))]zZp， 
信 | 忆 (ezl@t 人 ) 一 古 (cz6) ab 


二 工 人 了 (1 p) ap1 | 7G ,Ch ) 站 f(C1 ,ef(6-9)) 让 2 
汪 丰 人 0 


2 
< 二 地 (9) | lzGl,p)1ap < cog (9). 


因此 有 op (6) 秋 Co (6)， 得 证 
定理 4. 车 在 |z*| < 1 中 ，f(s) ED，p> 1，Reg(z)E 态 ， 则 成 立 不 等 式 : 


】 
人 和 C f En 2 
上 | 瑟 (Coe)| 23| 到 oa p) 1g 各党 








b 0<p 一 关 <1，2 > 1 


ea 
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证 ， 由 定理 2 知 F(z)EDo,b>1T, 则 FGz)6EE, 故 由 工 H. axreHromp 定理 四 
可 得 : 





2Z8 10\ 70 
L | F(etO)ercdb z 一 pc9，0" 一刀 <1; 


8 1 f?"” F(ete)etedb 
了 有 (人 z) 一 一 : 一 一 。 
= 二 | 区 
这 样 一 来 ,我 们 利用 (3) 式 可 得 : 
F CD = 工人 区 和 二 王 和 >) 2t0 困 0 


0 (ez8 一 pe) 











2 10 2 
se 1(9-9) 一 fi(9 一 中 ) 
全 人 PIGLee) 一 Kee 1a9 


汪 。 
2xr 
人 相 ez(0 一 9?)) 2 FL ， et(3-9)) 了 
一 一 1:,D)C d0 
27r2 人 9?) 9 (cei2 De) 


一 二 | 1 (1 ， p) zz|- F(1， 一 人 一 Ci ec-i3da. 
一 p 


上 式 合 6 = 9 一 “得 到 。 这 样 一 求 可 得 : 
个 colas < 二 | ul, 9) zz 半 攻 K(1， Eee ae 


1 2r 人 1 由 (9-9) (9-9 一 ao) | | 
一 一 1 一 帮 1)e d93 
二 ,9) 07 7 一 |KLeer 一 帮 1e )| 

1 : | op(aw)dau 
委 一 一 1 d 
”22 0 "0 1 一 2pcosaw 十 太 


< C) 人 cp Ca)da 6 
0 1 一 2pcosw 十 1 




















吃 |- 


二 











因为 当 0 入 w 入 r， sin 本 产 元 ， 则 


ee 2 2 4o 0 
1 一 2pcosaw+ 普 =(1 一 p)2 十 4psin 一 六 (1 一 P) 
2 7 

co12ae 


合 _w 一 民工 一 2) Je ， 旭 
2MV p 


心 |- 





< c， | ob (wu)du 


0 4po2 
1 一 0) 十 一 生 
【 2 





1 2VD 万 co ce 一 ) 
ia [站 了 cf [da D) AMVP < (1 一 p 





7 2 





1 十 全 (1 一 D)? 














加 
) 
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双 由 于 wp(16) 委 (十 1)o (6)， 则 当 合 
1 一 -: ，6 一 (1 一 0D) ge 一- 一， 
sw 庆 一 
人 
我 们 双 可 以 得 到 : 
1 十 3 
2 站 一 ，_ 6 
cf|d p)1g 2 二 
人 eofealrs as 二 
0 2MVp( 一 p) " 1 十 
6 2MWP 
COp | 4 一 p)1g | 人 tg 了 一 0 
< Ci Terry 洛 
1 一 P 2V P 
十 <- 本 
40D lg = 

一声 

和 

史 |(l 一 p)1lg FE 

< C 人 

故 定理 4 得 证 . 
定理 5. 车 在 jz| < 1 内 ，Re g(z) 6 看 ,解析 西数 jz) 满足 不 等 式 : 





中 re;ee 0 于 < 一 rm)，p>1，r<<1， 
此 地 夯 数 %(z) 是 一 个 和 二 一 同 无 限 上 升 的 醒 数 ,并 且 
| oa < wm， 
则 F(z) 的 原画 数 妃 (z) = | F(z)az 在 图 周 |z| = 1 上 有 积分 过 秆 模 满足 
eg(6) < CM( 人 )， Me) 一 | .4(e)ax 





证 . 因为 由 (2) 式 可 得 . 
人 本 le Cr，9p)|129 让 |f Cr， co-9)1220 


开 


和 


(人 E 一 站 | |z(r,D)|Zp 


守 | 


< Cl 一 让 . 
由 于 F(z) 一 及 (z) 十 m(iu 一 xu)， 故 可 得 


1 


| 人们 Pocola < cd 一 旋 
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故 由 [epoHHMyYc 定理 [[5] 定理 4”] 可 得 
eg(G6) < ch ， MG 一 4)ar。 
定理 证 完 . 
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0 HEROTOPbIX CB0MCTBAX 中 yYHRUWMI AHAJIWMTWHUECRWX B KRPYyTE 


UIeG 中 a-TH 
(Z3ocuCH54GCOCcKLUE ZHUHOCeHepHbLEE HHc11IUPIY1I，1TeKuHD) 


PedepaT 


IIycTb 1(z) 王 >' anz" Hg(z) 一 > Do sr 一 中 yHKIHH，3aHaJIHTHqecKang B |z| < 1 
好 二 0 旭 二 0 


IOJIO 冰 世 M 


oo 


了 (z) 本 》 Cr Da 2 


7 二 0 
B HacTORIIe 首 pa6oTe MPBI HUOJIYdHM，9qTO 
1) Ecna f(z)6E 互 8 (HHTHPOBaHHag JUHTepaTypa. [2])，Reg(z)E 加 汪 rne 六 > 1， 
1 1 
>1, 一 十 一 三 1，TO 
9 - 7 


IFCz)| < C (C 一 IOCcTOJHH3J ); 
F(g) HoOqTH BCIORY Ha enHHH9HOH OKPY 冰 HOCTH HMeeT yTJIOBPIG TpaHHq9HHPIe 3HaqeHHJ. 
2)  Ecm g(z) 一 xz(r,p) 十 加 (rp)，xz( 人 rp)6E 太 fx)E 万 ,， 
TO F(z)EH 人 ( 作 1); 
FR(z) noqTH BCIORY Ha enHHH9HOH OKPY 冰 HOCTH HMeeT yTJIOBPIE rpaHHqHPBIe 3HaqeHHJ. 


3) Ecnma f(s) H _g(s) YXOBJIeTBOpPHeT yCJIOBHIO 1) HIH 2)，HOnORKHM 


xi(r，p) 一 二 十 人 > (ak cos ki9p 一 Bu sin Ap) 六， 
R 一 1 


TO 


2 
fm PKp, co) 一 工 人 wp) 11 cre-9) dp 十 (一 w) 
p 一 1 
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一 一 一 





IIycrb f(z)EE，bp> 1，|z| < 1，f(eie) BytgeTcg noqTH BclORY Ha |s| 天 1 
yrJIOBPIM TpaHHq9HPIM 3HaqeHHHM 中 yHKIHH (sz) ，TO fei) E 工 ，DoORKHM 


G9) = ,sa 1 ，1fCcrer) -eolal 


0<h<5【 Jo 
CJIe 上 OBaTP: 
1) Ecma Re g(Cz)E 页 ， 帮 xz)《p， 妨 > 1，TO 
op(5) 和 C 网 (5)， 
C -一 DOCTOJRHH83 允 ， 


[fircosopai< -Go 一， 








rme pp 一 <1，2 > 1 
2) EcmH Reg(z)E 太 也 





1 
2 8 
计 yea1ab < 一 (和 > 切 ， 
TIe 沙 (x) H TO9HO 冰 6 汪 BO3pacTaHHe 中 yHKIH 站 ，yaOBCJIeTBOPRIOIIe 首 YCJIOBHIO 
因 
| bz)ax < oo， 


IOJIOKHM 玉 (zz) 一 | ze dz，TO 


ob(6) 和 C1(CO) (《C 一 HOCcTORHHa8 )， 
Te 


人 (x) 一 | (xzx) dx. 
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普 否 柔和 统 . 直 党 季 统 、 共 否 系统 及 其 它 


芮 狠 拱 
(南京 大 学 数学 天 文 有 邓 ) 
现 先 把 本 文 所 用 的 符号 解释 如 下 . 





我 们 用 p, 9, ,等 表示 原子 命题 ,用 N，C 分 别 表示 联接 鹿 “ 非 "及 " 划 涵 ”"， 在 本 
文 所 讨论 的 玩 辑 系 规 中 只 假定 出 现 有 这 两 个 联接 词 (在 引证 的 情形 下 ,偶尔 用 及 其 它 的 联 
接 鹿 , 玉 表 合 取 ,4 表 析 取 , 忆 表 终 质 等 价 )。 联 接 词 C 适合 分 离 原则 如 下 : 
CaB, w 一 8B( 妇 由 Cao8B 及 w 可 推 得 B). | 

分 离 原则 省 记 为 “分 ”， 如 果 (a)(b) 为 某 两 命题 的 糯 号 ,我 们 用 “分 (a)(b)” 表 示 把 (a) 当 作 
ca8B 把 (b) 当 作 w 而 应 用 分 离 原则 时 所 推出 的 命题 序 8B。 由 于 必须 把 (b) ( 当 作 w) 化 得 与 
(a)( 邹 cx8) 的 基 涵 前 件 相同 之 故 , 对 (a)(b) 须 作 怎样 的 代入 ,所 获得 的 命题 究 费 是 什么 
命题 ,将 是 唯一 的 ( 除 所 用 的 原子 命题 的 记号 可 能 不 同 以 外 )。 因此 我 们 不 再 标明 读 作 怎 
样 的 代入 了 .如果 (c) 双 是 另 一 命题 的 糯 号 ,我 们 用 “分 (c) 分 (a)(b)” 表 示 把 (c) 当 作 ca8， 
把 “分 (a)(b)” 当 作 wx 而 应 用 分 离 原 则 时 所 得 的 命题 ， 用 “分 分 (a)(b)(c)” 表 示 把 “分 
(a)(b)” 当 作 cea8 把 (c) 当 作 e 而 应 用 分 离 原 则 时 所 推出 的 命题 。 对 其 它 的 规则 亦 准 此 
(在 我 国 首 先 使 用 这 个 记 法 的 是 沈 有 易 先 生 巴 ， 在 国外 是 Lemmon 等 人 ， 两 者 是 同时 互 
相 独 立地 开始 采用 的 .) 

车 者 不 难 验 证 ,如 果 “(a)” 具 Cap 之 形 , 则 “分 (a)" 可 以 车 作 下 列 的 规则 

x 一 月 . 
双 如 果 (b) 具 CaucBy 形 , 旭 “ 分 分 (b)” 可 以 苇 作 下 列 的 规则 
2， 有 B 本 玫 

其 它 准 此 ， 利 用 这 个 著 法 ,可 以 很 快 的 根据 所 标记 的 证 明 程 序 而 恢复 出 原来 的 证 明 (当然 
不 用 这 种 蔚 法 ,只 用 上 段 的 苇 法 亦 成 ). 

此 外 我 们 用 互 , T, J, M, 7 表示 一 些 重要 的 玩 辑 系 葬 ,用 X, Y 表示 一 般 的 、 不 定 的 
玩 辑 系 和 区， 万，Xo 等 表示 系 葬 瑟 , X 内 无 Y 可 证 命题 集 ，a, B, y 等 表示 命题 (不 限定 为 
原子 命题 ) ，z, 1, &, mm , 2 等 表示 正 整 数 或 0. 

其 它 的 记号 将 随 妇 声明 ， 








?| 言 


我 们 知道 , 直 党 主义 玩 辑 创始 于 工 . E. J. Brouwert, 他 不 承认 排 中 律 但 不 准 否认 排 
中 律 ， 他 断言 " 排 中 律 矛盾 之 矛盾" ,其 意 是 , 锥 喜 排 中 律 是 矛盾 的 , 座 便 自身 陷于 矛盾 了 . 
改 以 w 表示 排 中 律 ， 那 末 他 不 承认 w, 但 否认 Na ( 亦 即 承认 WNa)。 把 他 的 还 辑 来 形式 





| 
* 1957 年 12 月 25 日 收 到 ， 




















化 的 , 首先 是 A. KomMoropog 吊 ， 其 次 是 A。Heytingm， 两 人 所 得 的 系 航 并 不 完全 相同 . 
前 者 所 得 的 系 翘 (下 女 叫做 系 舟 疙 有 下 述 的 性 盾 ?: 如 果 在 传 煽 的 二 值 系 统 〈 以 后 吓 做 系 
舟 M) 中 推出 一 命题 w, 则 把 w 中 各 部 分 命题 都 加 上 双重 否定 后 ,所 得 的 命题 必 能 在 系 入 
J 中 推出 ， 后 者 所 得 的 系 糙 (以 后 叫做 系 芋 瑟 ) 亦 有 一 个 性 质 : 如 果 在 系统 M 中 推出 一 命 
题 <， 则 在 柔和 炉 互 中 必 可 推出 WNa; 如 果 在 系 巧 M 中 推出 We， 则 在 系 和 葬 媚 中 亦 必 推出 
Nu, 道理 亦 站 . 

从 Brouwer 的 观点 看 来 , 系 葬 瑟 无 疑 是 更 贴近 一 些 , 因此 近来 提 到 直觉 主义 系统 时 ， 
都 专 指 系统 妃 ， 眠 然 如 此 ,把 系 炳 M 与 系统 互 间 的 上 述 关 系 叫 做 直觉 关系 ,把 凡 与 系 芒 M 
有 这 种 关系 的 柔 攻 呈 做 直觉 主义 系 芋 那 是 很 适当 的 。 本文 的 第 一 个 目的 在 于 研究 各 种 地 
觉 主 义 系 和 炉 的 性 盾 , 并 从 而 提出 一 个 最 适当 的 直觉 系 攻 来 ($ 2)， 

其 次 ,如 I. Johanson 所 指出 的 ， 系 芒 J 还 有 一 个 非常 有 趣 的 性 质 ， 下 文 吓 做 普 否 
性 ， 原 来 ;, 照 通常 的 看 法 ,“ 非 六 与 “由 请 推出 矛盾 ( 即 由 卫 推 出 假 命题 )” 是 一 样 的 ， 换 名 
话 谣 ,在 系统 M 中 ,如 果 把 已 推出 的 命题 中 的 “NB" 形 的 部 分 命题 换 成 “CBO”(“0" 表 示 假 
命题 ) , 千 果 所 得 的 命题 当然 仍 可 在 系统 M 中 推出 。 但 假 命题 0 本 身 却 具 有 特定 的 性 盾 ， 
稳 不 能 任意 换 为 其 它 的 命题 ,更 不 能 换 为 任意 的 原子 命题 否则, 某 些 可 证 命题 便 会 形 失 
可 证 性 了 ). 但 对 系 葬 J 来 襄 , 任意 一 个 可 推出 的 命题 ， 把 其 中 “NB" 形 的 部 分 命题 换 为 
“cpBou”(o 为 原子 命题 ) 后 ， 所 得 的 命题 仍 可 在 系 和 芒 J 中 推出 . 这 种 性 质 今 后 叫做 普 否 性 
( 意 指 否定 可 普 表 化 )， 凡 具有 这 种 性 盾 的 系 瓯 ， 今 后 叫做 普 否 系 纺 本 文 另 一 个 目的 在 
于 研究 几 种 著名 的 普 否 系 葬 的 性 质 ($ 1). 

我 们 双 把 直觉 主义 系统 推广 而 成 共 否 系 攻 ($ 3)。 平 行 地 , 我 们 双 相 应 地 定义 仿 模 态 
系统 及 共 入 系统 ($ 4)。 这 些 和 柔和 炉 的 研究 便 是 本 女 的 第 三 目的 . 

本 女 的 最 主要 结果 是 (好 些 名 词 的 定义 见 后 ): 

1. 凡 稼 具 普 否 性 及 引 否 性 的 共 否 系统 (包括 直觉 系统 ) 以 及 可 入 归 狗 性 的 共 入 系 芒 
(包括 仿 模 态 系统 ) ,如 果 存 在 的 话 , 必 是 唯一 的 . 

2. 所 有 直觉 柔和 炉 在 某 种 意义 上 包含 了 系 租 M 的 全 部 可 证 命题 ， 但 未 必 包 含 了 系统 M 
的 全 部 推 区 规则 . 

3. 讨论 系统 互 的 不 琪 意 处 ,并 提出 两 个 系 坟 (73: 或 T) 供 直 党 主义 者 选择 采用 . 

4. 根据 所 引入 的 各 种 概念 针 论 了 一 些 著名 选辑 系 炉 的 种 种 特性 ， 使 这 些 系 糙 的 和 结构 
更 为 明了 . 

$1 普 否 及 引 否 系统 

所 谓 把 一 命题 中 的 否定 联 烙 启 消 去 是 指 把 凡是 “VB"” 形 的 部 分 命题 均 代 以 “CcBw” 精 
确 的 定义 如 下 : 

定义 ， 下 烈 的 运算 “ ”叫做 消 否 运算 : 融 " 不 在 命题 w 的 表达 式 中 出 现 . 如 w 为 夯 子 
命题 , 则 wx 三 wa. 

其 次 , 若 wx = NB, 则 (VB) 一 CBv。 





1) 琢 用 5pa 表示 NNCNNPNN4， 则 只 要 在 某 一 采 统 中 推出 M 的 相应 公理 ( 即 把 M 公 理 中 的 C 改 为 G 而 成 的 )， 
再 推出 下 列 规则 “a,NNCNNaNB 一 >NB”( 注 意 ,这 规则 与 “a, CaB 一 >B? 并 不 完全 相同 ), 那 末 鼓 采 统 亦 具 
有 同样 的 性 质 。 因 此 即使 比 7 弱 得 多 的 柔 统 亦 可 具有 敲 性 质 . 
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若 w=C8By, 则 (CBy) = CB7 

最 后 , 届 了 人 (s 关 N:C) 为 & 项 联结 词 而 w 三 Faia… ax, 则 (Fa akt) 一 Faiaz ax。 
(在 本 女 讨 论 中 ,联结 词 下 是 不 出 现 的 , 故 本 项 定义 是 无 用 的 ). 

依 这 个 定义 变化 后 ,所 得 的 xc 叫做 的 消 否 命 题 , 而 wx 则 叫做 w 的 引 否 命题 . 

例如 ,ccbgCCNagNta 的 消 否 命 题 为 “CCbgCCCbogCbpw 

其 次 ,由 “ccbaCCccCbrdgCbr ”可 得 到 下 烈 引 否 命题 : 1. CCbgCCNpgNb (把 了 > 看 作 w 
而 得 )。， 2. CNpCNCbrCctr (把 4 看 作 ” 而 得 )。3. CNbCNNPbNb( 先 把 > 换 为 4, 再 把 4 
看 作 o). 

总 之 ,在 某 一 命题 表达 式 中 只 要 有 革 一 个 原子 命题 未 人 做 过 C 的 前 件 的 ,都 可 以 看 作 
” 因而 (把 CBv 换 为 WB) 得 出 一 个 引 否 命 题 来 。 这 是 作 引 否 命 题 的 一 般 方 法 . 

定义 .车 w' 可 在 系统 X 中 推出 , 则 遂 % 可 普 否 于 X 中 ; 若 % 的 一 切 可 能 的 引 否 命题 
均 可 在 X 中 推出 , 则 设 w 可 引 否 于 X 中 . 

有 些 命题 , 例如 “CNNpb , 写 的 消 否 命题 不 是 自 相 了 矛盾 的 命题 。 因 写 的 消 否 命题 是 
CCCbowp ,而 在 二 值 系统 内 我 们 有 BEEpddb, 忆 系 和 统 记 非 了 矛盾 系 舟 ， 则 该 消 否 命题 自 能 彼 
一 些 方 阵 所 满足 ,因而 非 自 相 矛盾 命题 了 。 故 CNNapb 可 普 否 于 某 些 系 业 中 . 

双 有 些 命题 ， 例如 CpCNag， 定 的 消 否 命题 却 是 自 相 矛盾 的 命题 。 定 的 消 否 命题 为 
CbCcCbvqg, 设 记 为 (1)。 则 





分 分 (1)(1)(1) 一 (2): 4 
由 (1) 刻 可 推出 原子 命题 9, 故 (1) 为 自 相 矛 盾 命题 . 因此 , CpCNag 不 能 普 否 于 任何 系 
统 中 . 

定义 。 若 一 系 和 纹 中 所 有 可 证 命题 均 可 普 否 ( 引 否 ) 于 该 系 入 中 , 则 该 系 翘 叫做 普 否 ( 引 
否 ) 系 芒 . 

这 定义 可 详细 说 明 如 后 。 珊 有 一 系 葬 X， 则 把 X 的 可 证 命题 中 的 无 Y 命 题 (在 本 文 
讨论 范围 内 也 就 是 纯 C 命题 ) 集 记 为 Xo。 含 N 的 可 证 命题 而 能 由 Xo 的 命题 根据 引 否 而 得 
的 ,其 集 记 为 Xi， 此 外 的 含 可 证 命题 (不 能 由 Xo 的 命题 引 否 而 得 的 ), 其 集 记 为 X。 依 
这 定义 ,如 果 Xo 中 的 各 命题 所 有 可 能 的 引 否 命题 均 在 Xi 内 , 则 系 业 和 为 引 否 系 萄 。 如 果 
X2 为 空 集 , 则 系 葬 X 为 普 否 系 和 统 。 大 体 说 来 , 普 否 系统 的 特点 是 “ 含 N 命 题 不 太 多 ”, 引 否 
系 芒 的 特点 是 “ 含 N 命 题 不 太 少 ” 

试 就 命题 集 Xe 加 入 定义 “Nb = Cp0”， 屋 把 所 得 的 系 攻 记 为 X*. 则 当 X 为 普 否 系 
葬 时 ,，X# 包含 X( 因 系 业 和 内 无 ZX 而 X 均 可 由 Xo 加 入 上 定义 而 推出 )， 当 和 为 引 否 对 
管 时 ;X 包含 X# 〈 因 Xo 加 入 上 定义 后 所 推出 的 新 命题 均 在 Xi 内 ， 而 系 舟 和 内 可 能 多 出 
X2z)。 当 X 为 普 否 委 引 否 系 统 时 ，X* 一 X. 

换 句 话 遂 , X 为 普 否 系 乏 的 必要 与 充分 条 件 是 : 当 加 入 定义 “Na 一 Cp0” 于 命题 集 
Xo 后 ,所 有 和 内 含 N 的 公理 (及 含 V 可 证 命题 ) 均 可 推出 ,或 者 是 : 所 有 含有 公理 的 消 否 命 
题 可 以 推出 ,所 有 含 Y 的 推 省 规则 ,其 相应 的 消 否 的 规则 亦 可 以 推出 . 

其 灵 ,X 为 引 否 系统 的 必要 与 充分 条 件 是 : 当 加 入 上 定义 于 命题 集 & 后 所 能 推出 的 





1) 这 可 看 作 “ 间 接 ? 引 否 而 得 的 命题 ( 先 作 代入 再 引 否 ) 
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含 Y 命 题 均 可 由 原 系 统 和 推出 , 
最 后 ,如 果 X 为 普 否 策 引 否 系 和 统 , 则 系 和 纹 X 与 系 航 X# 即 Xo 加 上 定义 Np 一 Cb0 全 
同 。 因 此 ,一 个 普 否 繁 引 否 的 系统 ,可 由 定 的 无 可 证 命题 集 ( 即 Xo) 完 全 决定 。 这 点 褒 
来 虽然 简单 ,但 下 女 屡 次 用 到 
定理 1.1. 如 果 在 一 系 称 X 中 可 以 找 出 一 个 其 表达 式 不 含 原 子 命题 绢 的 命题 了, 使 得 
在 和 中 “Nb 与 “cb ”可 以 互相 替换 ( 亦 序 在 系 煽 和 中 , 由 (Nb) 与 由 (CCbz) 可 以 互相 推出 )， 
则 X 为 引 否 系统 
证 ， 疏 x 为 X 中 任意 一 可 证 命题 , 今 须 证 wx 可 引 否 于 X 中 , 即 把 ,a 表达 式 中 某 一 个 未 
佛 做 过 <C 前 件 的 原子 命题 ( 裔 为 gz) 改 为 w", 再 把 CpBo 形 的 部 分 表达 式 换 为 WB 后 ， 所 得 的 
命题 ( 序 wx 的 引 否 命题 ) 可 在 X 中 推出 . 
今 按 若 不 把 4 改 为 v， 而 直接 将 4 代 以 7, 再 将 CB7 形 的 部 分 表达 式 换 为 VB， 仍 得 
2 的 引 否 命题 , 准 假 屋 ,替换 前 后 两 命题 可 以 互相 推出 , 故 知 x 的 引 否 命题 可 以 推出 故 
定理 得 证 . 
定理 1.2. 如 果 在 一 系 攻 和 中 已 经 推出 了 下 列 三 命题 : 
(1) CCbabpCag9g， 
《2) CpcCcCczpbqg， 
(3) CCapaCCarCztyr， 
则 该 系 入 为 引 否 系 和 级 的 必要 充分 条 件 是 : 写 双 能 推出 
《4) CCbNV9aC9qIVb。 
钙 .〈 必 要 性 ) 由 (2)(3) 可 推出 下 命题 : 
《5) 一 分 分 分 (3)03)(2)(2) CCsCbgCbCs9. 
(5) 的 引 否 命题 (把 4 看 作 v) 为 (4)。 故 若 X 为 引 否 系 和 统 , 则 (4) 必 可 推出 , 而 条 件 为 必要 . 
〈 充 分 性 ) 由 (3) 可 得 下 烈 二 规则 : 
CowB 一 CCByCuwy， 
C8Bu 一 CCuyCpB7， 
双 由 (2)3) 可 得 (5) 见 上 ,再 得 
(6) 三 分 (5)(3) CCqrCCbpaCbpr. 
由 (6) 可 得 下 烈 二 规则 : 
CaB 一 CCYaxCypB， 
CpBa 一 CCYBCcrya. 
由 上 述 四 个 规则 , 容易 证 明 , 对 由 w 及 其 他 命题 纯粹 应 用 联结 词 C 而 组 成 的 命题 由 (oa) 来 
表 , 如 把 wx 换 为 B 得 由 (B), 则 当 已 推出 CaB 及 CpBu 时 , 由 (oa) 与 由 (B) 可 以 互相 推出 . 
设 用 7 表示 命题 WCad, 今 证 有 CNbcztbz 及 CCb7Vb， 因 而 Nb 与 Cbzy 便 可 以 替换 而 
不 更 改 其 可 推出 性 , 依 定 理 1.1, 系统 和 使 是 引 否 系统 了 。 这 两 命题 的 证 明 如 下 : 
(7) = 分 分 (5)(4) 分 (1)(1) CCzbp7NVz。 
(8) = 分 (4) 分 (1)(1)  CbNVVPD， 
(9) = 分 (5) 分 分 (6) 分 分 (3) 分 (6)(8)(4) 分 (5)(1) CNPCztpy。 
《7) 儿 9) 朗 所 求 两 命题 , 故 定理 得 证 。 
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定义 。 在 一 系统 X 中 删除 那些 不 能 普 否 的 可 证 命题 ,所 得 的 必 是 普 否 系 舟 ,叫做 和 的 
弱 普 系统 ， 记 为 wgX。 双 若 把 X 中 各 可 证 命题 的 消 否 命题 通通 加 到 X 求 (加 入 后 用 分 离 
原则 而 得 出 的 命题 当然 亦 一 起 加 入 ) ， 所 得 的 仍 是 普 否 系统 ， 叫 做 X 的 强 普 系 炳 ， 训 为 
SBgX。 

换 句 话 疝 ,把 Xa 删除 便 得 wgX(=Xo 十 XD)， 把 X: 中 的 命题 的 消 否 命题 (其 集 可 记 
为 X2) 加 入 , 即 得 sgX( 王 Xo 十 X2 十 Xi 十 X2)。 

显 见 ，rgX 是 包含 于 X 内 的 普 否 系统 中 最 强 的 一 个 , sgX 是 包含 X 的 普 否 系统 中 最 
弱 的 一 个 。 两 种 系 航 都 屋 存 在 ,但 有 时 sgX 可 能 为 矛盾 系统 ,这 时 我 们 说 sgX 不 存在 ， 

显然 ; 当 而 且 只 当 X 为 普 否 系 和 统 时 ，X = sgX 一 mwgX。 芽 且 这 三 个 柔和 统 只 要 有 两 个 
相等 ,第 三 者 亦 必 相同 , 因而 便 是 普 否 系 和 统 又 mgX, sgX 衣 慑 为 普 否 系统 ,故居 有 

zt/gtBgX 一 S8t08X 一 zgXi 2U0858X 一 9858X 一 958X。 

由 定义 ,如 X 为 普 否 系 航 , 则 sgX 及 mwgX 亦 然 ,但 我 们 还 有 下 定理 : 

定理 1.3. 如 果 X 为 引 否 系 航 , 则 mwgX 亦 然 

证 ， 如果 Xe 中 每 个 命题 的 所 有 引 否 命题 均 在 Xi 内 , 则 删除 X2z 后 亦 然 , 故 wwgX 亦 为 
引 否 系统 。 (注意 ,即使 Xo 中 命题 的 引 否 命题 在 Xi 内 ,但 Xz 内 命题 的 引 否 命题 可 能 不 在 
X2 内 ， 因 X2: 内 命题 虽 由 X2: 内 的 作 消 否 而 得 ,但 由 X 内 命题 引 否 时 , 除 原 来 的 命题 外 ,可 
能 还 得 出 其 写 命题 。 因此 *gX 未 必 为 引 否 系统 )， 

还 可 注意 ,如 果 X 为 引 否 系统 ， 则 由 Xe 加 入 定义 Nb = Cb0 后 ， 所 得 的 系 和 统 X* 与 
zw8gX 全 同 。 因 和 X 放 为 引 否 , 则 X* 恰巧 只 含有 Xo 与 局 两 者 , 与 wgX 全 同 。 作 为 特例 ,如 
果 Xo 中 售 有 定理 1.2 中 所 和 令 述 的 三 个 命题 , 则 Xe 加 入 “CCcbNqgCqgN ”后 , 便 可 以 得 到 系 
管 wgX。 这 点 以 后 将 常用 到 (如 定理 1.5 及 1.7 等 处 ). 

有 了 上 述 各 性 质 后 ,我 们 可 就 一 些 著 名 的 系 和 统 加 以 研究 2. 

定理 1.4. 系统 *gM 与 sg 妃 为 矛盾 系统 . 

证 ， 在 M 与 互 中 均 有 可 证 命题 CbCNVbg ， 这 命题 的 消 否 命题 便 是 自 相 矛盾 的 命题 
〈《 见 上 ). 

定理 1.5. zwg 一 J( 故 mgjJ 一 J] 一 8J). 

证 ， 因 在 互 内 可 推出 定理 1.2 内 的 四 个 命题 , 故 互 为 引 否 系统 , 故 在 妃 o 加 入 定义 Nt 
= Cb0 后 朗 得 zwg 互 , 但 依 定理 1.2 ,该 定义 与 公理 CCbNqgCqgNb 等 价 。 但 已 o 加 入 该 公 
理 显得 系统 J. 故 w8g 互 = J。 故 y 为 普 否 系 秀 ,因而 又 得 wgy = J = *8J. 

关于 系 舟 J 还 有 一 个 有 趣 性 质 如 下 . 

定理 1.6. 若 在 系统 M 内 可 以 推出 纯 C 命题 w, 则 

C?abi 加 加.… 加 on bn(C2 表示 22 个 C 连 写 ,以 后 同 ). 
必 可 在 J 内 (因而 更 强 系 统 内 ) 推 出 ， 其 中 雍 少 为 在 wx 的 表达 式 中 出 现 的 披 此 不 同 的 原子 





1) 由 Xo 十 Xa 十 Xa: 十 Xs。 中 的 命题 依 分 离 原 则 而 推出 的 命题 亦 包括 在 内 。 由 于 我 们 假定 每 一 柔 统 均 有 分 离 原 
则 之 故 , 本 文中 均 作 这 种 理解 : 凡 提 有 玉 一 命题 集 X 时 , 它 策 包括 由 X 根 据 分 离 原 则 而 推出 的 命题 ， 

2) 关于 系统 五 内 的 可 诈 合 题 可 参见 HeylingD， 关 于 系统 ] 内 的 可 诈 命 题 ,可 贿 看 [， Johansonm1， 关 于 柔 统 M 
内 的 可 诈 命 题 可 由 熟知 的 二 值 方 障 确定 ,在 本 妇 内 均 不 详 著 推演. 

3) 17 为 普 否 和 统一 事 , 首 先 由 I. Johansonpl 所 永明 ， 
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证 .我 们 知道 ,在 系统 J 内 可 推出 下 烈 规则 : 
(a) C 一 CCob 妨 
(b) CCautb 一 CCCCoppgg 及 CCCCaggtb 
(c) Ce 入 身 久 芒 Cia 有 B 和 回扣 加 po 一 C2B 思 加 加， 加。 
规则 (a) 意 指 任意 一 命题 可 以 加 上 “尾巴 ”规则 (b) 意 指 ,一 命题 加 上 ”尾巴 ”后 , 还 可 和 灯 
绩 加 尾巴", 新 "尾巴 ”可 在 旧 ”“ 尾 巴 ” 前 亦 可 在 其 后 ,规则 (c) 意 指 , 只 要 “尾巴 ”相同 ， 邹 可 
仿 分 离 原则 进行 变形 . 
此 外 容易 在 ] 内 推出 命题 WVCCNpbpp , 因 J 为 普 否 , 故 必 双 推 出 (1) C5pogppgg. 今 
慨 在 命题 8 的 表达 式 中 位 居 最 后 的 原子 命题 为 9， 则 在 J 中 可 以 推出 (2)CaB。 由 (1)(2) 
再 应 用 J 内 的 规则 容易 推出 (3) C5pBpbpada. 
我 们 知道 ( 见 莫 绍 挨 吓 ) , 若 将 命题 (4) CCCzpabpb 加 入 系统 J, 则 可 推出 系 和 统 M 的 所 有 
纯 C 命题 ,因此 可 假 届 在 推出 M 中 纯 C 命题 时 , 除 用 到 (4) 外 , 悉 用 J 内 的 命题 。 今 屋 在 M 
中 推出 纯 C 命题 % 时 信用 到 命题 (4) 若 和 干 次 (每 次 可 作 不 同 的 代入 )。 具 体 说 来 ,信用 到 下 
烈 命 题 : 
CCCYiBiyiyiy CCCYa 有 BYaya………，CCCYmnBnYmnYynm。 
今 把 在 B , B,:…， 有 8。 的 表达 式 中 位 居 最 后 的 原子 命题 烈 出 , 珊 把 其 中 不 同 的 记 为 血 ; 刀 ， 
…，bjor。 今 把 在 系统 M 内 推理 过 程 中 所 用 到 的 每 个 命题 末 后 都 添上 一 条 尾巴 “入 姻 思 思 
… :加 po (这 里 我 们 慨 请 , 乌 )…… ,加 互 不 相同 。 这 一 性 质 在 以 下 推出 (8) 时 要 用 到 易 
见 , 加 上 这 条 尾巴 后 ,每 一 个 命题 都 是 在 J] 内 可 以 推出 的 命题 
因为 , 屋 未 加 尾巴 之 前 该 命题 本 可 在 系 舟 J 内 推出 , 则 依 (a) ,加 尾巴 之 后 仍 可 在 J 内 
推出 ;车 未 加 尾巴 前 的 命题 为 CCCcyi Biy;y7 ， 而 然 为 记 中 最 后 一 个 原子 命题 ， 依 上 知 
cpBi7Yit 罗 tk 可 在 J 内 推出 ,再 秋 续 前 后 加 尾巴 使 尾巴 呈 记名 久久 … 加 加 形 时 , 依 
(b) ,所 得 命题 仍 可 在 Jj 内 推出 。 最 后 ,如 果 未 加 尾巴 时 该 命题 本 非 J 内 可 推出 的 命题 , 则 
记 必 由 使 用 分 离 原则 “cy6,y 一 6 而 推出 ， 依 归纳 假 屋 Cy6,y 加 尾巴 后 可 在 J 了 内 推出 ， 
故 依 (c) ;加 尾巴 后 可 仿 分 离 原则 而 在 J 内 进行 变形 , 故 8 加 尾巴 后 仍 可 在 J 内 推出 . 因 
此 可 见 最 后 一 命题 郎 w 加 尾巴 后 必 可 在 J 内 推出 , 朗 在 系统 J 内 可 以 推出 (5) C” at 思 
思 ”“"””p m。 
尾巴 中 的 各 原子 命题 靖 本 是 在 各 有 的 表达 式 中 位 居 最 后 的 原子 命题 ,如 果 它 们 有 些 ， 
比如 妃 , 不 出 现在 ax 的 表达 式 中 , 那 末 可 依 下 法 删 去 : 在 系 和 统 J 中 我 们 有 : (6)Cbb, 秋 纺 使 
用 (a)(b) 于 (6) 可 得 
之 二 … 加 jn 
(《c)(5)(7) 一 (8)  C2 一 abipltbasta 加 nbn。 
即 原子 命题 乌 已 在 尾巴 中 消除 了 。 炎 乱 使 用 此 法 , 可 把 不 出 现 于 w 表达 式 中 的 原子 命题 
从 尾巴 中 除去 , 留 下 来 的 只 有 出 现 于 a 表达 式 中 的 原子 命题 了 。 定理 得 证 . 
这 定理 表明 了 ,尽管 系统 j 比 系 入 M 弱 得 多 ,但 在 系 往 J 中 仍 有 系 和 统 M 的 某 种 模型 
存在 。 下 面 我 们 讨论 mwgM 的 性 质 . 
定理 1.7。 系统 wwgM 可 由 Mo 加 上 定义 “Na 一 Cbow” 而 得 ， 定 尺 可 公理 化 如 下 〈 分 
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离 原则 当然 须 假定 ,这 里 及 下 广 均 不 再 明显 提出 ): 
CCCbpadrCCrbCsp，CCbpNICINbp 
证 ，Mu 中 含有 定理 1.2 中 的 三 个 命题 , 故 依 定理 1.2 加 入 CCbNgCqgNb 后 , 写 邹 为 引 
否 系 和 统 ， 再 依 定 理 1.3 后 的 注意 , 邹 得 wgM。 依 王 ukasiewiczP 可 知 Mo 中 的 命题 可 由 第 
一 个 公理 推出 
定理 1.8. zwgM 是 系统 M 与 下 方 了 曾 所 决定 的 系统 的 共通 部 分 . 








0 1 M 
* 表 特 指 值 , C 下 直行 才 示 C 前 件 
本 0] 3 所 取 的 值 , C 右 横 行 表示 C 后 件 所 
5 . 和 取 的 值 ,以 后 同 . 


证 c 方 阵 所 决定 的 恰 为 Mo。 其 次 ,对 M 系 和 统 的 铀 定 方 阵 言 ,有 关系 式 Nb = Cbl ， 
而 在 上 面 的 方 阵 中 叉 有 关系 式 “Va = Cb0”， 故 其 共通 系统 中 必须 同时 适合 两 者 .但 
鼓 方 阵 只 有 0,1 二 值 , 故 知 其 共通 系 入 须 适合 关系 “Nb = Cbw 。 可 见 该 共通 系统 部 分 必 
是 zgM. 

凡 两 方 阵 所 定 系 统 的 共通 部 分 系统 可 由 两 方 障 的 “ 积 "而 决定 之 . 因此 wgM 可 由 下 
列 方 阵 决 定 ( 作 上 述 两 方 障 之 积 而 得 ): 





0 N 
* 0 本 2 
二 0 2 
人 1 0 

0 0 0 0 0 0 








定理 1.9. xwgM 的 双 一 组 鲍 定 方 阵 可 如 下 作出 : 以 0,1;2,:……，*” 为 值 (之 2)， 而 0 
为 特 指 值 。 卉 规定 
C 富 = 王 0， 双 当 ; 二 7 时 Ci = (人 王 0,1 2)， 
NM 一 Ci 人 一 0;1, .2 而 & 为 一 预先 固定 的 异 于 0 的 值 ). 
例如 ; 当 z” 一 2 而 & 三 1 时 其 方 阵 如 下 : 





C 人 N 
站 1 
共和 0 

2 区 这 











证 容易 验证 这 里 的 C 方 阵 满 足 关 于 Mo 的 公理 , 因 Mo 是 完备 的 而 这 里 的 C 方 阵 不 
是 矛盾 方 阵 , 故 知 这 里 的 C 方 阵 必 是 Mo 的 馅 定 方 阵 。 其 次 ,就 该 C 方 阵 言 , 除 值 0 外 各 值 
是 对 称 的 ,因此 虽 只 规定 “Nb 一 Cbki” ,实际 上 等 于 “Nb=Cbo (ov 六 0) .要 证 明 衣 方 阵 决 
定 系 航 wgM, 只 须 证 明 , 尽 管 这 里 有 yw 交 0 的 条 件 , 但 就 对 “cpw ”的 赋值 司 , 朗 使 尤 许 "可 
吴 值 以 0, 而 可 诈 命 题 亦 不 致 因而 减少 。 因 此 证 了 下 述 引 理 后 我 们 的 定理 使 得 到 证 明了 . 








0 
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引 理 ， 裔 在 一 个 依 上 述 的 cC 方 阵 而 作 的 赋值 中 ,一 命题 x 取 非 特 指 值 e, 今 若 把 刚才 
赋值 以 0 的 原子 命题 , 改 赋值 以 a 以 外 男 一 非特 指 值 25, 则 在 新 赋值 中 a 仍 取得 值 <. 

证 ， 我 们 依 赋 值 以 s 的 原子 命题 个 数 ( 下 康 叫 做 递归 数 ) 4 而 作 归 和 萌 证 明 . 显然 4 三 0 
(否则 wx 不 会 取得 值 o)， 

当 4 三 1 时 ， 由 于 wx 取得 值 “之 故 , a 表达 式 中 最 后 的 原子 命题 必 有 赋值 以 ea, 其 余 各 
命题 均 不 赋值 以 sa。 赋 值 时 w 呈 下 形 

CBi cpB:……CpB.a. 
在 新 赋值 中 衣 不 会 新 增 赋值 ec, 故 诸 有 加 不 能 取 值 c, 因而 新 赋值 千 果 a 仍 取 值 <. 

设 当 递归 数 < 4 时 引 理 已 证 明 凌 确 ， 今 证 当 递归 数 = 时 引 理 仍 趴 确 。 赤 请 的 表 
达 式 中 最 后 一 个 原子 命题 赋值 以 c。 尺 分 三 种 情形 讨论 , 

(1) c 一 0 时。 在 新 赋值 中 c 改 为 2， 故 新 赋值 千 果 B; 或 取 值 0 或 取 值 2， 稳 不 取 
值 <. 

(2) c 壮 0,a。 在 新 赋值 中 ,c; 照旧 不 改 ; 故 在 新 赋值 中 , B; 或 取 值 0 或 取 值 c， 稳 不 
取 值 <. 

(3) ci 一 sc。 在 旧 赋 值 中 ,由 于 w 取 值 ea 之 故 , Bi; 稳 不 能 取 值 e (否则 wx 取 值 0) 故 房 
只 能 取 值 0。 在 赋值 时 B; 呈 下 形 

人 YY 
刻 然 Bi 取 值 0 (在 旧 赋 值 中 ) ， 故 至 少 有 一 个 Y 取 值 <， 但 7 中 彼 赋 值 以 < 的 原子 命题 个 
数 必 少 于 :8 故 依 归 和 萌 假 屋 , 在 新 赋值 中 7 仍 取 值 ce, 在 新 赋值 中 B; 最 后 一 个 原子 命题 旗 
仍 赋 值 以 a, 足见 Bi (在 新 赋值 中 ) 仍 取 值 0, 稳 不 取 值 <. 

总 而 言 之 ,无 花 什 么 情况 诸 有 在 新 赋值 中 都 移 不 取 值 *, 记 然 w 最 后 原子 命题 赋值 <、 
故 知 在 新 赋值 中 ac 必 取 值 <. 

依 数 学 归纳 法 本 引 理 得 证 . 

饮 证 明了 这 个 引 理 ,可 知 对 “Ctbw 中 的 " 如 赋 以 非特 指 值 时 一 命题 恒 取 值 0, 则 即使 
对 ” 赋 以 特 指 值 0. 时 该 命题 仍 永 取 值 0, 足见 上 述 的 方 阵 的 确 满 足 定 义 “Nb 三 Cbw "(o" 任 
意 ) 了 。 故 定理 1.9 得 证 . 

注意 ,对 本 定理 所 述 的 C 方 阵 , 当 2 >2 时 ， 不 可 能 造 出 适当 的 六 方 阵 使 得 两 者 配合 
可 以 决定 M 系 和 统 。 因为 不 更 广 方 了 曾 如 何 构 作 , 均 不 能 适合 命题 CCNpqgCNagb。 因 该 方 障 
最 和 少 有 三 值 , 试 将 4 代 以 0,; 而 将 娟 代 以 0 及 N0 以 外 的 第 三 值 , 则 有 CCNp0CNop 一 CO0bp 
一 尹 而 非特 指 值 . 因此 尽管 本 定理 所 述 的 C 方 障 可 决定 Me， 但 却 没 有 六方 阵 与 之 相配 
以 决定 M. 

此 外 xzgM 双 是 直觉 系 和 统 , 将 在 下 节 讨 花 . 

上 面 我 们 襄 过 ,任何 一 个 系统 X 都 有 相应 的 弱 普 系统 wwgX。 当 X 为 引 否 系 萄 时 ， 要 
决定 wgX, 可 先 求 出 Xo 然后 再 加 定义 “Na = Cp0”( 但 对 0 不 加 任何 特殊 公理 ) 而 得 . 
求 Xo(〈 邹 求 某 系统 X 的 纯 C 可 证 命题 集 ) 的 问题 ,近来 已 有 许多 人 探讨 。 关于 Mo Bo,Jjo 的 
已 姓 有 了 和 辕 果 ,而 wgM，, zw8g 妃 ,zx8gy 的 问题 我 们 上 面 已 经 讨论 过 了 . 

此 外 有 名 的 系 和 统 是 Lewis 的 严格 藉 涵 系 衣 8 1 一 955. C. A. Meredithal 诸 人 全 经 臻 
力 于 1 一 So5 的 研究 ,人工 获 得 若干 具体 和 结果。 不 过 由 于 在 3 1 一 $ 5 中 我 们 根本 没有 下 
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烈 二 可 证 命题 : 
CbCCzbgag 及 CCbpCqgrC9qCt 困 
因此 在 S1 一 35 的 弱 普 系统 内 ,全 都 不 能 有 下 烈 二 命 咀 
CbVN 及 CCbpNaCaIVb 
饰 然 如 此 , 写 们 的 能 普 系 统 似 乎 没有 什么 特殊 价值 ,因此 我 们 不 预备 研究 它们 了 . 

此 外 的 有 名 系 和 统 还 有 王 ukasiewicz 的 ? 值 系统 Z"， 当 2 三 3 时 ，Wajsberg 全 加 以 公 
理化 ( 见 王 ukasiewiczD] ) ， 但 在 他 的 公理 化 中 , 并 没有 Zm 的 公理 化 。 照 本 女 的 作者 猜测 ， 
7 可 公理 化 如 下 : 

(1) CbCcebp，(2) CpCCbgg，(3) CCbpgCCqgrCtr ，(4) CCCbCbpgtpbp 
在 其 中 是 可 以 推出 定理 1.2 的 三 个 命题 的 ( 仿 定理 1.2 处 由 (2)(3) 可 得 (5)CCbCarCqCbr， 
分 (5)(1) 妇 得 CCpbCcaqag.), 因 此 (由 定理 1.3 后 的 注意 ) 加 入 公理 


CCbpVaCdNVzp 
后 , 便 可 以 得 到 wgL 了 . 还 可 诈 明 , 若 再 加 入 不 是 普 否 的 公理 
CNVNzpbp 


我 们 便 可 以 得 到 三 系统 本 身 ( 极 易 看 见 可 推出 Wajsberg 的 四 条 公理 )。 在 这 个 公理 化 中 
虽 则 含有 坟 条 公理 ( 比 Wajsberg 的 多 两 条 ) ,但 刀 ,mg7 以 及 到 可 以 依次 而 得 , 却 是 写 的 
优点 ， 

还 可 一 提 的 是 HeytingDm 所 作 的 一 个 三 值 系统 (下 时 记 为 九 3). 





共和 

洲 0 世 
0 

和 和 








这 系 迷 王 ukasiewicz2 便 欠 以 公理 化 ,但 他 亦 没有 把 厨 加 以 公理 化 ,因此 无 法 从 他 的 公理 
化 而 构 作 wg. 作者 猜测 ,BE 可 公理 化 如 下 : 

CbpCaqdbp，CCbpCqg7rCCbpqCbr ，CCCzprCCCbaqzT。 
如 众 周知 ,在 鼠 p 中 (甚至 由 上 述 前 两 个 公理 ) 可 以 推出 定理 1.2 中 的 三 个 命题 (比如 , 套 昂 
作者 [1] 及 所 征 引 论文 )) 故 加 入 

CCbNaqCaqIVp 
后 , 朗 可 得 wg 妃 .然后 (这 也 是 众所周知 的 ) 加 入 不 能 普 否 的 公理 
CbCNig (或 CNNbCNztzb)， 

朗 可 得 出 系 舟 瓦 . 这 样 一 来 ,在 本 公理 系 舟 内 司 omwg 厂 与 互 也 可 以 依 砍 得 出 了 , 


32 下 觉 系 和 炉 
在 本 文 的 引导 部 分 ,我 们 已 经 定义 什么 叫做 直 沉 关系 以 及 直觉 系 烙 . 由 于 柔和 葬 M 的 特 


点 ( 凡 在 M 中 可 推出 xc 时 亦 必 可 以 推出 WNo) , 我 们 可 对 直 党 系 煽 下 一 个 更 为 简单 明确 的 
定义 :如 果 在 一 个 系 租 X 内 可 以 推出 系 业 M 中 所 有 以 N 起 首 的 命题 , 则 和 X 叫做 直觉 系 和 统 . 
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容易 看 见 ,不 论 照 引言 中 的 定义 或 照 这 里 的 定义 ,系统 M 均 是 直觉 系统 之 一 。 但 下 女 
提 及 直觉 系 策 时 ,一般 只 指 M 以 外 的 直觉 系 芒 . 
双 容 易 看 见 ， 若 在 任 一 直 党 系统 中 加 入 系统 M 内 的 若干 可 证 命题 ， 和 结果 仍 为 直 党 系 
统 。 两 直觉 系统 的 侨 系 统 或 共通 系 和 糙 仍 为 一 直觉 系 葬 . 
把 系 租 M 中 可 证 命题 的 任何 一 个 部 分 命题 均 改 为 它 的 双重 否定 ， 则 所 得 命题 争 以 N 
起 首 , 必 可 在 任 一 直觉 系 策 内 推出 。 此 外 ,如 果 把 Cpa 定义 为 WVCMNVbVNV9g， 再 把 系统 
M 中 的 可 证 命题 中 的 “Cc” 改 为 “C”, 由 于 系统 M 中 各 可 证 命题 必 以 C 或 YN 为 起 首 , 更 改 后 
则 以 C 或 N 为 起 首 , 要 之 均 以 N 为 起 首 , 因 此 (更 改 后 的 命题 ) 必 可 在 直 党 系 竹 内 推出 .在 
这 个 意义 上 ,可 以 说 系统 M 中 所 有 可 诈 命 题 , 均 可 在 直觉 系 和 统 内 找到 其 对 应 〈 但 推 萄 规则 
郎 使 更 改 后 仍 未 必 全 可 推出 ,例如 “ax,Ca8 一 B” 便 不 能 推出 ) ,因而 在 某 种 意义 下 在 每 一 
个 直 赏 系统 内 存 有 系 和 统 M 的 某 种 模型 . 
定义 。 所 有 形 如 W8，CNMNaiVB8，CNMNal CNNVos NB,，.…… .的 命题 吓 做 甲 型 命题 ;所 
有 形 如 NWB，cwul NB，cCeui Co NB,…… 的 命题 叫做 乙 型 命题 。 每 个 甲 型 命题 显然 同时 亦 
是 乙 型 命题 。 由 于 都 舍 有 全 体 NB 形 的 命题 且 对 分 离 原则 封 于 之 故 ，M 系 和 统 中 甲 型 命题 
全 体 或 乙 型 命题 全 体 都 组 成 一 个 直觉 系统 . 
定理 2.1. 在 任何 直觉 系统 中 ,如 果 加 入 公理 
(1) CNNCbaCNNbNVVI 
(2) CNNVbVzp 
及 规则 《〈 子 ) Ca8B 一 CCYyaxCy 有 B 
则 必 能 推出 M 系 和 统 中 所 有 甲 型 命题 
证 。 由 规则 子 容 易 推 出 
(性 ) C 的 可 传 性 Ca8B,cB7y 一 Cay. 
〈 实 。) 加 头 规则 Cao8B 一 CC7YiC7Y2…CYynaCyIC7Y2 CCyn 有. 
今 慨 在 系统 M 中 推出 一 个 甲 型 命题 CVNai CNNVoa…… :CNMNVas VB (下文 就 特例 z 一 3 
而 讨论 ,一般 情 形 准 此 ), 则 在 M 中 同时 双 可 推出 Coil Coa Cas NB, 故 直 党 系 舟 中 必 可 推出 
(3) NNCewl Coa Cas NB， 由 分 (1)(3) 即 得 (4) CNVNoi NNCwua Cas NB， 双 由 (了 )(4)(1) 
郎 得 (5): CNMNol CNVowz NMVCos VB.。 由 分 寅 ; (1)(5) 便 得 (6) CNNaul CNVNaa CNVNos 
NNNB。 最 后 由 分 寅 ; (2)(6) 便 得 CNNol CVNoa CNMNos VB, 这 , 便 是 所 要 求 的 命题 ,而 


定理 得 证 . 
定理 2.2.。 在 任何 直觉 系 区 中, 如果 除 加 入 上 定 殖 内 所 列 的 (1)(2)( 子 ) 以 外 , 还 加 入 
(3)  CbNVz 


《 卯 ) C68 一 CCByCcb7y， 
则 系 苍 M 中 所 有 乙 型 命题 均 可 由 该 直觉 系统 内 推出 . 
证 ， 避 在 系统 M 中 推出 一 个 乙 型 命题 Cal Coaaz Co…… :Ca NB (下 女 亦 就 = 3 而 证 
明 ,一 般 情形 准 此 )。 准 上 定理 的 证 明知 该 直觉 系统 内 必 可 推出 (4) CNVNal CNNo2 CNVos 
NB. 我 们 知道 由 卯 再 应 用 加 头 规 则 袖 。, 可 得 
( 饰 ,) C68 一 CCaul Co Ca CByCaol Caz Can COTy， 
由 (了 丑 )(3)(4) 得 (5)Cwu CNNa CNMNNos NB. 由 分 卯 (3)(5) 得 (6):Co CaozxCNNVas VB. 
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由 分 卯 ， (3) 作 6) 得 Cal Ca2 Co3 VB， 这 便 是 所 求 的 命题 ,而 定理 得 证 . 

注意 ;上 两 定理 中 的 规则 ( 子 ) 及 ( 卯 ) 人 芽 不 属于 甲 型 或 乙 型 的 规则 , 换 句 话 届 , 应 用 
( 子 ) 或 ( 卯 ) 后 ,人工 不 保证 由 甲 型 命题 得 出 甲 型 命题 ,由 乙 型 命题 得 出 乙 型 命题 ， 很 可 能 得 
出 这 两 型 以 外 的 命题 来 。 因 此 系统 M 中 所 有 甲 型 命题 的 总 体 或 所 有 乙 型 命题 的 总 体 虽 租 
成 直 党 系统 ,但 它们 能 否 公 理化 , 殊 属 疑问 . 

现在 我 们 从 鸡 到 强 作 出 各 种 直觉 系统 . 

在 下 面 各 系统 中 ,都 假定 有 分 离 原则 。 因 此 ,如 果 我 们 假设 了 公理 “CaB8B ,我 们 便 有 
推理 规则 “wa 一 B” ,如 果 假 届 了 公理 “CauCBy”， 我们 便 有 推理 规则 “w;B 一 Y 。 反之 ,如 
果 我 们 只 有 规则 “wx 一 B 或 "wa,B 一 )” ,未 必 便 有 Ca8B 或 CaCBy。 亦 即 从 强 能 方面 讽 ， 
规则 比 相应 的 公理 要 弱 些 。 因此 ,在 下 面 构成 一 系统 时 ,我们 尽量 烈 出 规则 而 不 烈 出 公理 
( 抢 强 取 能 )。 不 过 就 一 般 的 习惯 言 , 如 果 作 为 基本 出 发 点 的 话 ,我 们 宁可 用 公理 而 不 愿 用 
规则 (在 心理 上 ,总 觉得 ' 规 旭 " 比 “公理 "复杂 得 多 )。 如 果 我 们 不 愿 多 用 基本 规则 , 那 末 我 
们 把 各 规则 ( 除 分 离 原 则 外 ) 都 改 为 相应 的 公理 好 了 . 

目前 所 知道 的 最 弱 的 直觉 系统 是 由 下 烈 公 理 规 则 组 成 : 

I1: (1) 如 果 w 为 M 的 公理 , 则 NWNeu 为 公理 ， 

(2) NVNa，NNCup8 一 NVB 

(3) NNNa 一 Na 
显然 这 是 一 个 直 党 系统。 这 是 目前 所 知道 的 最 昱 的 了 ,我 们 知道 ， 任 何 直 党 系 和 芒 必 左 足 
《1) ,但 (2) 久 3) 是 否 可 省 , 却 无 法 解决 了 . 

在 I! 中 ,我 们 以 “NVNa ” 形 的 命题 作为 公理 , 解 然 直觉 系 租 主要 是 以 N 起 首 的 命题 ， 
用 这 种 形状 的 公理 似 不 够 好 ， 为 此 ,我 们 可 改 用 下 烈 的 公理 而 另 成 一 系 杭 . 

I2: 〈1) 如 果 wx 为 系统 M 的 公理 旭 CCaNsNs 为 公理 ,其 中 * 为 不 出 现 于 w 表达 式 
中 的 原子 命题 

(2) CbNNVb， 
(3)  NNae，NNCeapB 一 VVB， 
(4) NVNNa 一 Na. 

我 们 知道 ,由 分 (1)(2 六 即 可 推出 WNa, 因而 可 推出 I! 的 各 公理 来 了 。 故 工 2 为 直 
觉 系统 。 写 的 公理 (甚至 于 把 (3)(4) 改 成 相应 的 基 涵 公理 后 ) 都 是 乙 型 命题 。 乙 型 命题 经 
分 离 原则 后 仍 只 得 乙 型 命题 ( 含 N)。 

因此 ,在 系统 I2 中 ,和 纯 C 命题 是 没有 的 。 为 了 注 足 通常 推理 的 需要 ,我们 应 该 加 些 纯 
C 沾 题 进去 。 穹 葛 应 该 增加 什么 呢 ? 当然 需 根 据 当 时 所 处 理 问 题 的 特点 而 定 。 现 在 只 型 
出 两 个 系 入 : 


I3: 在 I2 的 系统 上 再 加 入 下 烈 的 纯 C 命题 : 
(1) Cbb，(2) CbcCccCbgg，(3) CCbgCCgrCbr，(4) CCbCbgCbpg， 
此 外 和 代 把 工 2 中 的 规则 (3)(4) 加 强 为 相应 的 入 涵 命题 . 
本 妇 作 者 庆 为 ,这 些 纯 C 命题 是 最 符合 于 通常 “推出 "这 个 概念 的 荐 涵 命 题 , 写 们 不 包 
食 有 藉 涵 怪 花 ”, 由 定 们 所 推出 的 任何 命题 , 若 把 C 芒 为 推出" ， 都 不 会 彼 直 觉 上 认为 有 
任何 不 入 当 的 地 方 ( 由 这 四 命题 所 作成 的 纯 C 系统 , 作者 在 1950 年 已 经 得 出 ,和 代 在 一 玄 叫 
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中 提 到 ， 但 它们 无 法 与 合 取 词 析 取 词 配 合 , 因为 一 经 配合 后 ， 药 洒 怪 论 "双重 新 出 现 了 ， 
所 以 作者 没有 炎 续 研究 它 何 ;现在 已 可 解决 这 个 困难 ,将 另 妇 发 表 ),. 

系 舟 II3 中 的 公理 除 纯 C 公理 外 ,全 属 乙 型 命题 。 所 以 任 一 直觉 系 航 如 果 全 部 包括 了 
M 系 杯 内 的 乙 型 命题 肥 包 含 了 上 述 四 个 纯 C 公理 , 则 读 直 觉 系 和 芒 必 包 括 了 I3。 此 外 由 I3 
的 纯 C 有 公理 极 易 推出 2 规则 ( 子 )( 卯 )， 因 此 I3 内 显然 叉 包 含 了 系 租 M 中 所 有 乙 型 命题 . 
因此 I 3 便 是 具有 这 种 性 盾 的 最 小 系 芒 . 

更 为 重要 的 系 芒 是 : 

I4。 由 I3 再 加 入 公理 CbCdqgb. 

如 众 周知 ,在 I3 系 和 芒 再 加 入 Cpcdap 后 , 由 I3 中 的 纯 C 命题 即 可 推出 jo( 亦 即 妃 )， 
序 系 檀 J] 中 的 和 纯 C 可 证 命题 , 亦 即 所 谓 正 箱 涵 命题 . 其 次 在 I3 中 巴 能 推出 M 中 所 有 的 乙 
型 命题 , 故 必 可 推出 CCbNadCqNb。 把 最 后 一 命题 加 到 j 后, 序 可 得 出 系统 J。 因 此 I14 
是 包含 整个 系 和 统 J 的 . 

反 过 来 届 ,I4 中 的 纯 C 命题 是 在 J] 系统 中 的 。 其 次 ,容易 看 见 ,在 系 舟 j 中 我 们 可 以 
推出 规则 

NINCal Ca Car VB 一 Coil Co Caur VB， 
NNCai Ca Cuns 有 8B 一 Caul Co Ca INVVB， 
因此 如 果 在 系统 M 中 有 一 命题 Cul Caz…… .CasNB, 则 在 含 J 的 直觉 系统 中 必 有 NINCwiCa2 
… Co VB, 因而 双 有 Co Coz…… :Ca VB，, 换 句 话 衣 , 凡 含 J 的 直觉 系统 必 合 有 系 攻 M 的 
所 有 乙 型 命题 ,因而 必 合 有 I4 (LI4 中 的 含 N 公 理 全 是 乙 型 命题 )。 因 此 我 们 得 
定理 2.3.I4 是 包含 j 的 直觉 系 和 粗 中 的 最 小 者 . 
定理 2.4. I4 又 可 公理 化 如 下 : 
《1)  CbCdgb | 
(2) CCbCqrCCpqCtr 
(3) CCbNaCdVp | 
(4) CCCNpqgNbJVzpb 

证， 因为 (3)(4) 均 为 乙 型 命题 ,容易 看 见 I4 包含 了 本 系统 其次, 本 系统 显然 包括 
了 和 柔和 巧 JJ( 因 JJ 可 公理 化 为 (1)(2) 儿 3));, 故 若 要 证 明 本 系 管 即 工 4, 只 须 证 明 本 系 入 为 直 党 
系 和 统 ,而 这 又 只 须 证 明 本 系统 包含 I2 便 够 了 . 

试 与 I2 比较 , 写 的 (2)(3)(4) 均 在 系 入 J 之 内 因而 均 在 本 系统 之 内 。 至 于 (1)， 即 
CCauNsNs (ca 为 系统 M 的 公理 ) 是 否 在 本 系统 之 内 的 问题 , 可 如 下 讨 戎 。 我们 遵照 三 uka- 
siewicz0] ， 把 系统 M 公 理化 为 : 

xl CCbpdCCadzrCbr;i oa CCVbbpbp;i as CbpCVpa。 
仿 mw 与 NVow 记 在 系 炳 J 中 ,而 系统 J 内 又 有 规则 
wx 一 CCoupB88 及 NNa 一 CCxNBNB， 
因此 易 见 CCaulNsNse 及 CCoaVsNs 均 在 本 系 航 内 .其 次 在 系 和 统 J 了 内 双 有 规则 
( 玉 ) CaCBy，CCcCcy6ss 一 CCauCcpB6ses， 





17“ 分 (3)? 即 ( 卯 )。 双 由 分 分 分 (3)(3)(2)(2) 可 得 (5) CCrCpqCpCrqg， 分 分 ?(5)(3) 即 ( 子 )。 
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今 J 了 中 双 有 命题 (5) CbpCNbNd， 故 由 ()(5)(4) 即 得 CCbCNpgNrNr， 即 CCasNrNr. 
因此 可 证 本 系 糙 包含 I2, 故 为 直 沉 系统 ,而 定理 得 证 . 

(注意 ) 在 系 舟 J] 内 是 有 命题 CCCNbNqgNbNb 的 ,但 系 舟 J] 并 非 直觉 系 舟 ,甚至 于 
系 航 J 加 入 新 怪 理 CCCbNabpb 后 ， 仍 非 直 党 系 生 。( 见 I. Johanson 册 )。 注意 这 两 命题 
与 本 系 业 内 公理 (4) 的 异同 。 

第 三 个 重要 的 直觉 系 梳 是 

I5。 在 定理 2.4 中 把 公理 (4) 加 强 为 4") CCCzpgtb 而 得 . 

在 I5 中 (1)(2)(4”) 恰 巧 组 成 Mo( 系 策 M 的 和 纯 C 可 证 命题 集 ), 加 入 (3) 后 , 恰巧 组 成 
zwWgM。 因此 我 们 得 到 

定理 2.5. zwgM 是 一 个 直 党 系 管 ( 写 就 是 I5) ,因而 是 普 否 且 引 否 的 直觉 系 壳 

注意 , 在 I5 中 除却 正 区 涵 命 题 外 , 还 包 信 有 系统 M 的 全 部 纯 C 可 证 命题 , 其 中 有 好 
些 是 直 赏 主义 者 如 Brouwer 等 所 不 承认 的 。 就 含 Y 命 题 言 ,在 I5 内 可 以 推出 CCNpbb， 
CCbqaCCNViaqgqg (如 依 通 常 办 法 引入 析 取 词 4pg, 则 在 I5 内 还 可 推出 排 中 律 4pNb 等 ), 尽 
管 在 I5 里 面 推 不 出 CbCNag，CNNiCNtb 等 (由 zgM 的 乌 定 方 障 可 以 验 知 )， 但 了 不 
能 被 直 党 主义 者 所 接受 那 是 显然 的 . 

因此 我 们 发 生 一 个 问题 ,能 否 找 出 另外 一 个 普 否 引 否 的 直觉 系统 ,了 写 比 I5 能 一 
而 能 被 一 般 直 党 主义 者 所 接受 ? 

这 个 问题 现在 已 有 了 解决 , 工 且 是 否定 的 答案 。 为 此 ,我 们 先 证 下 引 理 。 

引 理 .在 任何 一 个 普 否 的 直觉 系 和 统 内 必 可 推出 所 有 各 直觉 系统 (包括 M ) 的 全 部 无 N 
命题 . 

证 ， 疏 X 为 任何 一 个 普 否 的 直觉 系统 . 今 先 证 在 X 内 可 以 推出 Cbb， 然后 再 证 在 
内 可 推出 任何 直 党 系 芒 的 全 部 无 六 命题 . 


因 在 M 内 可 以 推出 cpbp， 故 在 X 内 若 不 能 推出 cpp 必 能 推出 WNCbb， 因 普 否 之 故 ， 


双 必 推出 (1) CCcCbbpag。 今 由 分 (1)(1) 即 得 Cbb。 换 言 之 ,在 X 内 必 可 推出 (2) Cbzb。 

今 届 在 一 个 任 取 的 〈 不 矛盾 的 ) 直 党 系 和 统 中 可 推出 一 无 六 命题 w, 则 M 中 必 可 推出 
因而 和 中 必 可 推出 wx 或 WNa。 如 推出 we, 定理 得 证 。 如 推出 WNa, 因 普 否 之 故 必 可 推出 
(3) CCaovy ,而 " 不 出 现 于 w 的 表达 式 中 。 今 由 分 (3)(2) 即 得 w。 故 定理 得 证 . 

定理 2.6. 在 直觉 系 艇 中 只 有 一 个 是 普 否 且 引 否 的 ,了 写 便 是 wgM ( 即 工 5). 

鲜 .说 有 两 个 直觉 系 熏 X, Y 都 是 普 否 且 引 否 的 ， 则 Xo 与 Yo 应 相同 ， 双 因 普 否 且 引 
否 之 故 ,，X 与 了 Y 相 同 。 依 上 面 所 其 , 除 I5 外 不 可 能 再 有 其 写 的 普 否 且 引 否 的 直觉 系 芒 

定理 2.7. 任何 直觉 系统 的 强 普 系统 或 为 I5 的 部 分 系 和 纹 或 者 是 矛盾 系 和 统 。 

证 依 引 理 , 雍 直 党 系 和 级 的 强 普 系统 必 合 有 Mo。 如 果 写 不 是 I5 的 部 分 系统 , 写 或 者 

一 些 不 含 于 Mo 中 的 和 纯 C 命题 ,或 者 多 一 些 不 能 普 否 于 M 中 的 含 M 命 题 , 普 否 之 后 , 写 仍 
含有 一 些 不 在 Mo 中 的 纯 C 命题 。 由 于 系 糙 Mo 的 完备 性 可 知 诈 必 为 矛盾 系 舟 。 定理 得 
证 . 

以 上 由 I1 至 I5 均 是 I5 的 部 分 系统 . WUweeeev 我 们 还 应 该 讨论 一 些 不 
是 I5 的 部 分 系 和 纹 的 直 常 系 迷 . 

上 面 已 经 指出 过 ,在 I5 中 我 们 和 代 不 能 够 推出 CpCNzd 或 CNNbCNbbp。 今 把 凡 加 入 
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CpCNpg 于 某 一 直觉 系统 I 的 ,叫做 Is 系 炖 ,因而 有 Is 1 至 Is5。 又 把 加 入 CNNPCNbb 
于 某 一 直 党 系 盘 工 的 叫做 下 , 因而 有 瑟 1 至 5. 

可 以 诈 明 ,Is:4 一 I4 王 万 .事实 上 ,Is4 包 含 妃 是 众所周知 的 ,至 于 天 4 = 王 [Is4 一 
事 , 作 者 钙 双 已 指出 过 了 .。 因此 只 要 指出 瓦 包含 Is 4(〈 亦 即 只 须 诈 互 包 含 I4) ， 那 末 这 事 
实 便 得 和 到 证 明了 . 

在 系 和 芒 J 中 (因而 在 瓦 中 ) 我 们 有 规则 

《 册 ) CaB，cCcCayy 一 CCB7Y7y. 
今 妃 中 刻 有 (1) CbpCNag 及 (2) CCbNbNb， 故 由 ( 灿 )1)02) 可 得 CCCNbgNbNb 即 Is 4 
中 的 (4)。 可 见 瓦 包含 14, 因而 便 有 Is 4 = 已 . 

历史 上 褒 来 首先 证 明 瓦 为 直觉 系 和 统 的 是 V. Glivenkom， 这 里 我 们 所 证 的 可 以 看 作 是 
另 一 个 新 证 明 . 

作者 在 由 中 双 已 指出 , 若 在 系 芒 互 中 加 入 CCCbadtpp 后 可 得 系统 M， 因 此 容易 证 明 
I4.5 一 I*5 一 M. 

此 外 的 Is1 至 Is3 及 1 至 Is3, 没有 什么 重要 ,我 们 不 再 详细 讨论 了 . 

以 上 各 直 党 系统 ,只 要 是 彼此 独立 的 ， 则 求 其 共通 部 分 ， 所 得 的 系统 亦 是 和 直 赏 系 芒 ， 
因此 我 们 得 : 

I6: I5 与 Is 4 的 共通 柔和 统 是 一 个 直觉 系 芒 
I6 有 下 烈 的 性 盾 : 如 把 Mo 中 的 命题 表达 式 中 最 后 一 个 部 分 命题 B 改写 成 CVB88， 则 所 
得 的 命题 必 能 在 工 6 中 推出 . 

因为 , 慨 Mo 中 有 一 命题 为 (1) Co Coz…… :CasB, 则 在 I5 中 亦 能 推出 该 命题 , I 5 中 目 
叉 有 (2) CBCN88, 则 由 分 实 。(2)(1) 即 得 Coal Ccw .… Ca CNB8. 

其 次 Is 4 中 豚 有 I4， 故 必 可 推出 乙 型 命题 (3) Col Coua…… :Cos CNNB，Is 4 中 叉 有 
《4) CNVNVBCNB8, 故 由 分 寅 。(〈4)3) 即 得 Co Cu …Caun CVBB. 

I5 及 Is 4 中 解 同 可 推出 Cal Co Cas CN88,， 故 I6 中 亦 可 推出 ,而 上 述 断 言 得 

目前 我 们 还 不 知道 的 是 : I6 是 否 即 I42? 如 否 ，I6 如 何 公 理化 ,是否 可 由 加 
CCcCbdgbCVab 于 I4 而 得 ? I6 是 否 具 有 上 述 性 质 的 直 赏 系统 中 最 小 者 ? 

用 公理 而 确定 的 直 党 系统 ， 重要 的 大 概 便 是 上 述 这 些 了 . 现在 我 们 再 讨 庆 由 有 益 个 
值 的 方 阵 所 确定 的 直觉 系 翘 ， 容 易 看 见 ,I5 可 由 三 值 方 阵 确 定 ( 见 前 )， 而 由 二 值 方 阵 所 
确定 的 (不 了 矛盾 的 ) 系 航 , 除 M 以 外 ,没有 一 个 是 直觉 系 和 统 ， 

一 般 襄 来 , 屋 把 系 舟 M 的 二 值 饱 定 方 障 作 下 烈 的 更 改 : 将 0 分 型 为 0, 02，…… :0k， 将 
1 分 裂 成 1 1 … ,1 而 指定 0; 中 某 一 部 分 (例如 01, 02, 但 非 全 体 ); 为 特 指 值 ， 其余 的 
则 均 非 特 指 值 , 工 依照 下 烈 办 法 而 定 新 方 阵 的 值 : 

C9i 0 及 亡 芭 人 态 及 Cll 为 某 全 0 C0,1。 二 1， 0 = 1。， 
Gs5tr 一 1;2， 2, 而 xz 一 1;2,……;,A 可 任意 选取 ,但 须 满足 分 离 原 则 )， 
卉 规定 NN0,: 及 Nlv 均 为 新 特 指 值 . 
显 见 ,这 样 所 规定 的 新 方 颁 必然 决定 直觉 系 和 统 . 
作为 特例 ,我 们 试 作 出 一 些 由 三 值 方 障 所 决定 的 直 党 系统， 这 时 可 把 0 分 用 为 0, 0 
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而 1 则 不 分 避 , 划 以 0 为 新 特 指 值 ， 此 外 再 规定 : 
C0i0: 及 Cl10: 及 C11 及 C020: 及 C10: 及 C0:20 及 C00: 均 为 0 或 0:， 
Co0lil 一 C0z1l1 王 1, Vol 王 N0o 一 1，NVNOog 王 NMNV0 一 NIi 王 0 | 
| 为 着 满足 分 离 规则 起 见 ， 我 们 必须 定 C 0 0; = 0;， 因 此 可 能 得 到 的 三 值 方 阵 只 能 有 














26 = 64 种 如 下 : 
C 01 0， 1 
WE 1 | 
0，| (oo) (oo) 1 1 
工 《01 ;02) (01;,02) (01 ;02) 01 
我 们 并 可 注意 下 烈 事实 : 


(1) 著 c 0:0: = 0:, 则 所 定 的 直觉 系 和 统 中 没有 可 证 的 纯 C 命题 。 因 若 把 各 原子 命题 
均 上 值 以 0, 得 出 的 值 必 为 0: 而 非特 指 值 . 

《2) 要 想 在 所 决定 的 系 入 中 可 推出 Cbb， 必 须 采 用 定义 : C0i0: 王 C0:0:=Cll 
= 0，, 故 只 可 能 有 8 个 方 障 . 

(3) 要 想 在 所 决定 的 系统 中 可 推出 CCcbb， 必 须 采 用 定义 C0i0i=C00 一 C1ll 
= (C 10: 三 C0:0 一 01， 因此 只 可 能 有 两 个 方 阵 ， 


C 的 TV 人 5 和 | 











兴 01 0 ， 0 1 1 崇 01 0 0， 1 1 
0， 和 1 0， 和 1 | 

















第 一 个 方 阵 决定 系统 I5 (一 wgM), 第 二 个 方 阵 乃 由 Heytingm 所 首先 作出 , 所 决定 的 
系统 上 广 叫 做 瑟 ， 这 两 系统 上 广 均 讨论 过 了 。 在 这 2 个 方 阵 所 定 的 系统 中 ,我 们 还 有 下 
列 定 理 : 
定理 2.8. 琢 由 系 炳 M 的 二 值 方 阵 作 出 一 个 分 裂 方 阵 , 如 果 由 0 分 袭 的 非特 指 值 中 
有 一 值 * 及 由 !1 分 歼 的 非特 指 值 中 有 一 值 使 得 :对 任何 由 1 分 避 的 (非特 指 值 ) e 而 言 ， 
Cea 及 Ceb 均 为 特 指 值 . 那 末 由 遍 新 方 阵 所 决定 的 系 芋 必 具 有 下 烈性 质 : 著 在 新 系 欧 中 | 
推出 一 命题 CCapb, 如 为 原子 命题 , 则 在 系统 M 中 必 可 推出 w.。 
钱 . 车 在 M 中 不 能 推出 <， 则 必 有 一 赋值 使 < 取 值 1. 今 对 新 方 阵 作 相应 的 赋值 如 
下 :刚才 有 赋 以 1 的 原子 命题 今 典 以 5, 刚才 赋 以 0 的 原子 命题 仿 赋 以 <。 记 然 刚才 w 取 值 
1, 现 在 % 必 取 由 1 分 避 的 值 屋 命 之 为 e。 这 时 不 管 赋 以 “或 赋 以 5 〈 如 如 不 在 x 中 出 | 
现 ,我 们 可 随 序 赋 以 2 或 0) , 依 假设 Cea(Ce2) 必 取 特 指 值 屋 为 4, 为 满足 分 离 原 则 起 见 ， 
Cda 或 Cab 均 不 能 为 新 特 指 值 , 因 此 CCub? 必 不 能 在 新 系 芋 中 推出 。 依 反 证 法 本 定理 得 
证 . 


1 0 0 0i 0i 1 0 0 0i 0i | 
| 
| 


在 上 述 64 个 方 阵 中 , 凡 规定 C 11 = C 10; = 0 的， 其 所 决定 的 系 绩 均 具 有 本 性 质 
( 共 16 个 系 迷 )， 
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由 于 任意 两 个 直觉 系 舟 的 侨 系 管 或 共通 系 坊 仍 为 一 直觉 系统 ， 故 把 这 些 新 系 业 以 及 
以 前 所 得 的 直 党 系统 求 其 任 系 乏 或 共通 系 煽 ,可 得 种 种 新 的 直觉 系统 在 特例 , I5 与 互 
的 共通 系 入 或 任 系 坏 可 由 九 值 方 阵 而 定之 . 

此 外 ,正如 系 和 统 wgM(=I5) 可 定义 为 系 翘 M 与 一 个 二 值 方 阵 系 入 的 共通 系统 ,同样 ， 
由 M 及 各 种 直觉 系 乏 与 下 烈 的 三 值 方 阵 系 浆 的 共通 系 入 亦 是 一 个 直 党 系统 : 

C 方 阵 妥 上 列 64 个 方 阵 之 一 定义 . 

N(0i,0z,1) 一 〈0i:01,0) 或 〈01,0). 

这 些 方 阵 均 满足 W1 =0: 及 NN0I=NN0: 王 0 故 在 这 些 方 阵 所定 系 芒 中 , 都 可 以 推 
出 Na ( 当 Na 在 M 中 时 ) 及 NWNb (b 为 原子 命题 ) 来 ， 因 紫 们 与 M 或 与 直觉 系 杭 的 共通 
系统 必 是 一 直觉 系 芒 . 

四 值 以 上 方 阵 准 此 讨论 , 今 不 准 . 

我 们 刻 然 作出 这 么 多 的 直觉 系 入 ， 突 竟 那 一 系 入 是 最 适合 的 呢 ? 这 当然 看 所 处 理 的 
问题 的 具体 要 求 而 定 。 我 们 只 提出 几 点 意见 如 下 . 

系 和 纺 五 (= Is 4) 是 沁 今 为 止 唯一 被 使 用 的 直觉 系 巧 。 但 由 可 推出 命题 CoCNba， 
这 命题 不 能 普 否 于 任何 系 煽 之 中 。 事 实 上 ，I、Johanson 即 不 满意 于 这 个 命题 . 

zwgM(=I5) 没 有 上 述 的 缺点 ,但 它 本 身 又 可 推出 一 些 命 题 为 一 般 直 党 主义 者 所 不 承 
认 ， 

这 两 系 纺 的 共通 部 分 I6 当 是 较 为 合适 的 . 

一 般 阁 来 , J 系 管 的 命题 是 一 般 所 公认 的 , J] 系 生 以 外 的 命题 则 是 一 般 都 觉得 有 问题 
的 。 照 这 标准 谣 来 ,最 合理 想 的 直觉 系 芒 该 是 包含 ] 系 业 的 最 小 的 直觉 系统 ， 即 工 +， 太 
绊 了 不 够 用 , 太 强 了 便 会 合 有 可 疑 的 命题 . 

如 果 有 人 还 党 得 1I4 中 的 Cpcdb 是 属于 臣 池 怪 论 之 一 ,党 得 怪 ” ,不 愿 采 用 ， 那 末 可 
采用 I3, 写 应 是 最 合理 想 的 了 . 

本 妇 作 者 是 倾向 于 采用 I3 的 . 


$3 共 否 系 义 


今后 以 Nea 表示 w, 而 Nitle 表示 N (Nia)。 在 wx 的 表达 式 中 如 果 开 首 的 符号 非 N 
时 ,我 们 悦 w 是 一 个 肯定 命题 . 

命题 w 与 Na 名 目 彼 此 互相 否定 . 在 一 系 煽 和 中 如 果 可 以 推出 命题 Nia， 我 们 说 X 
直接 否定 了 Ni+iw, 当 ;i >1 同 时 双 直 接 否定 了 Na。 著 把 命题 68 加 入 X 后 可 以 在 X 中 
推出 两 命题 Y 及 Ny , 我 倍 说 X 间接 地 否定 了 有 . 

如 果 两 命题 c, 8 所 否定 的 命题 完全 一 样 , 则 a 与 B 必须 相同 。 如 果 两 系 糙 直接 否定 
了 同样 的 命题 ,这 两 系 炳 未 必 相同 ,例如 ， 古 典 系 攻 与 直觉 系 煽 便 直 接 否 定 了 完全 同样 的 
命题 。 至 于 间接 地 否定 了 同样 命题 的 两 系 惑 ， 更 不 必 相同 了 。 在 讨论 具有 这 样 关系 的 系 
攻 之 前 ,我 们 先 输 一 些 定义 ， 

定义 具有 规则 “au 一 Nte" 的 系 料 叫做 可 开展 系 萄 。 具有 规则 “au 一 Nza" 的 系 乏 ， 
叶 做 强 开 展 系 芒 . 

具有 规则 “Naa 一 Ne" 的 系统 叫做 可 归 狗 系 业 。 具 有 规则 “Nac 一 o” 的 系统 叫做 强 








弛 _ 
， 
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归 锡 系 炳 . 
定理 3.1. 一 系 入 , 不 论 开 展 的 或 归 狗 的 ,如 果 旋 可 推出 Ni 时 , 必 然 否 定 Niaw, 这 
里 ?7 的 奇偶 性 相反 。 | 
证 。 试 将 Ni 加 到 该 系 业 去 ， 珊 ;> ), 则 ;= 十 2& 十 1(k 0) 若 该 系统 为 开 
展 的 , 则 把 Nic 开展 得 Ni-le 或 Vitle, 秽 为 偶 或 奇 而 定 ， 要 之 均 得 一 矛盾 〈 与 Niw 矛 
掉 )。 基 该 系 炉 为 归 狗 的 , 则 将 Nia 归 狗 千 果 得 Ni+tla 亦 矛 盾 . 守 < 7 时 仿 此 得 证 . 
因此 我 们 可 以 襄 , 两 系统 ( 届 同 为 开展 或 同 为 归 狗 或 其 一 开展 另 一 归 揭 ) 如 要 能 够 ( 直 
接地 或 间接 地 ) 否 定 同样 的 命题 ,其 充分 条 件 是 : 当 其 一 系 管 推出 一 命题 Nia 时 另 一 系 芒 
可 推出 某 一 命题 Vta, 而 坟 丰 奇 偶 性 相同 (这 条 件 可 能 也 是 必要 但 和 潭 未 能 证 明 )。 由 于 这 
事实 的 启发 ,我 们 作出 下 烈 定义: 
定义 。 如 果 在 两 系 和 统 之 一 内 可 推出 一 命题 Wia 时 ， 另 一 系 芒 内 必 可 推出 某 一 命题 
Nta, 而 站 奇偶 性 同 , 则 谣 访 两 系统 为 共 否 系 炳 0， 
显然 共 否 关系 是 自 反 的 、 对 称 的 和 可 传 的 。 它 又 显 然 是 直觉 关系 的 推广 此 外 还 有 
下 烈 的 简单 性 质 . 
(1) 屋 和 是 开展 的 , 则 和 与 了 为 共 否 系 和 芋 的 必要 条 件 是 : 当 在 Y 内 推出 命题 w 时 ， 对 
于 每 一 个 充分 大 的 w， 在 和 X 内 均 可 推出 Ntntzau 或 Nina (车 X 为 强 开 展 , 恒 可 推出 Ntetza) . 
(2) 融 X 是 归 锡 的 ， 则 和 与 了 为 共 否 系 芋 的 必要 条 件 是 : 当 在 Y 内 推出 命题 Nztia 
(a 为 肯定 命题 ) 时 在 X 内 可 推出 Na; 在 Y 内 推出 命题 Vza (a 为 肯定 命题 ) 时 , 在 和 内 可 
推出 WVe 或 (如 和 为 台 归 锡 , 则 司 可 推出 由， | 
(3) 两 个 绎 开展 (或 强 归 狗 ) 的 共 否 系 芋 ,其 共通 系 入 仍 为 两 者 的 共 否 系 炳 ,和 且 仍 是 上 
强 开 展 ( 强 归 狗 ) 的 ， | 
(4) 在 所 有 吾 归 狗 的 共 否 系 葬 之 间 有 一 个 最 小 的 共 否 系 业 ， 写 为 所 有 的 绽 归 狗 共 否 | 
系 礼 的 共通 部 分 , 的 可 诈 命 题 均 呈 “o” 形 或 “Now" 形 (w 为 肯定 命题 )。 开 展 ( 或 强 开 展 ) | 
的 共 否 系 芒 中 ,没有 最 小 的 存在 ， 
(5) 最 大 的 共 否 系 葬 是 存在 的 , 它 是 一 切 共 否 系 和 统 的 侨 集 , 旋 双 是 强 开 展 的 而 且 强 归 
移 的 . 
(6) 在 最 大 的 共 否 系 芒 与 某 一 个 共 否 系 策 之 间 , 有 上 节 所 讨论 的 直觉 关系 存在 : 
(7) 车 不 用 “NMN” 为 起 首 符号 的 公理 ,我 们 不 能 作出 两 个 都 是 强 归 狗 的 共 否 系 鞠 ， 
(因为 , 献 届 区 , Y 都 是 强 归 锡 的 。 如 果 忆 的 公理 均 呈 ww 或 VB 形 , 而 w 及 有 B 为 肯定 命 
题 , 则 在 了 中 必 可 推出 某 些 Nzia 及 NzitiB, 因 了 为 强 归 狗 之 故 双 必 推出 w 及 NB， 故 天 内 | 
的 公理 在 yY 内 均 可 推出 , 同 理 Y 内 的 公理 在 尺 内 均 可 推出 , 故 两 者 相同 ) 
如 果 一 柔和 统 是 由 有 益 值 方 阵 所 决定 的 , 则 用 下 法 可 得 出 任意 多 个 共 否 系 攻 : 将 每 一 值 
分 裂 为 若干 个 值 (可 为 一 个 , 邹 不 分 型 ) ,由 非特 指 值 所 分 裂 的 为 非特 指 值 ， 由 特 指 值 分 绚 
的 有 一 部 分 为 特 指 值 , 肥 必 有 一 部 分 为 非特 指 值 。 如 果 依 原 方 阵 计算 由 某 值得 出 某 值 , 则 
依 新 方 阵 计 算 时 , 由 相应 分 裂 值得 出 的 必 是 相应 的 分 歼 值 之 一 。 而 规定 N 方 阵 时 除 上 条 
件 外 还 要 求 :有 一 正 整 数 , 使 得 由 特 指 值 所 分 裂 出 来 的 任 一 值 & 居 有 N2k = 新 特 指 值 ; 

















1) 即使 两 柔 统 为 共 否 采 辆 ,如 有 一 柔 统 非 开展 亦 非 归 狗 有 系 杭 时 ,让 两 条 态 未 必 否 定 (直接 或 间接 ) 同 样 的 命题。 这 
点 必须 注意 。 
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规定 C 方 阵 时 也 须 注 意 分 离 原则 需 狼 续 成 立 ， 显 然 这 样 我 们 便 得 到 一 个 共 否 系统 了 .其 
具体 做 法 见 上 节 直 党 系 舟 处 ,此 处 不 疮 . 

现在 讨 草 由 公理 及 分 离 原则 所 决定 的 系统 . 

定理 3.2. 如 果 在 系 和 统 X 内 ,对 于 每 一 对 4&, 1! 均 有 和 使 得 下 烈 规则 (今后 吓 做 广义 分 
离 规则 ) 成 立 

E No, N “Cap 一 NB， 
则 由 该 系 芳 增 加 公理 Nayi， …,N2y， 所 得 的 系 入 与 增加 公理 N2Payi,，…,N2zy， 所 得 
的 系 迷 必 为 共 否 系统 , 

证 . 易 见 在 其 一 系统 内 推出 Niw 时 在 另 一 系统 内 必 可 推出 某 个 Wiwe， 而 二 1 奇偶 性 
同 , 故 定理 得 证 . 

由 这 定理 易 见 ,如 果 含 有 广义 分 离 规 则 的 一 个 系 芒 内 可 以 推出 Nu 而 不 能 推出 w, 则 
加 入 w 后 可 以 得 一 个 比 原 系 入 为 强 的 共 否 系 舟 反之 , 如果 把 某 一 公理 w 改 为 Wzu 后 而 
不 影响 广义 分 离 原 则 的 继续 成 立 , 则 改 用 Nza 作 新 公理 后 ,可 得 一 新 共 否 系统 ， 如 果 : 可 
随 邹 选 取 ,我 们 更 得 任意 多 个 共 否 系 芒 . 

例 1. 如 众 周 知 2， 在 柔和 芒 J 中 可 以 推出 NWVCCNapb 而 不 能 推出 CCNppb, 有 系 和 统 J 
双 是 具有 广义 分 离 原 则 的 (和 姑 可 慑 取 为 1)。 因 此 加 入 CCNbbpb 后 , 可 得 一 个 比 /y 为 强 的 
共 否 系统 . 在 这 新 系统 中 可 推出 CCCbVagbb， 但 推 不 出 CCCNbgNbVb， 又 推 不 出 
NNCNNbb， 更 推 不 出 CNNpbp。 故 非 直觉 系统 (这 系统 佛 得 JohansonD 及 Curryul 的 注 
意 ). 

例 2. 在 mwgZ: 中 容易 证 明 Ne 与 CbNC9d9 是 可 以 互 换 的 ( 帕 的 方 阵 可 以 验 知 它 可 
推出 定理 1.2 的 四 个 命题 ) ， 因 此 容易 从 命题 CCCbCzbatbpp (将 户 代 以 NCqgqg，, 将 4 代 以 ?P 
便 得 ) 而 推出 命题 WNCNCS44CNCqdab， 但 在 zgZ: 内 却 不 能 推出 〈 由 方 障 验证 ) 
CNVCqggCNCqgb。 故 把 后 命题 加 入 wgZ ”后 ,可 得 一 个 较 wgZ ”为 强 的 共 否 系 和 统 . 

在 下 烈 的 情况 下 ,我 们 可 以 不 必用 N#ea 形 的 公理 ， 

定理 3.3。 在 一 -个 具有 广义 分 离 原则 的 系统 内 ,如 果 可 以 推出 下 烈 命 题 及 规则 : 

(1) cbVb (人 适当 值 夭 0)， 

( 米 ) w 一 N2CCawJVpbNVbp， 
则 在 该 系 稚 中 ,加 入 6 以 及 加 入 CC6NpNVb (6 任意 ,但 祖 不 出 现 于 6 的 表达 式 中 ) 所 得 的 
两 系统 是 共 否 系统 . 

证 ， 在 前 系统 内 可 推出 5 因而 推出 N2CC6NbVzb。 

在 后 系 舟 内 可 推出 (2) CC6NbNb， 由 分 (2)(1) 得 N “6. 

依 上 定理 可 见 两 系统 是 共 否 系统 . 

例 3。 在 下 系 和 统 : 

(1) Cbb，(2) CbCCbgqg，(3) CCbqgCCgrCbr ，(4) CCbNV9C9NVDb 
中 由 分 (4)(1) 可 得 (5) CbNNP 双 分 (2) 即 得 下 规则 wx 一 CCa88. 此 外 我 们 还 可 以 推出 





1) 了 内 有 (1l)cpcap (2) CpCcpqg (3) CCpqaCCNpqgNN9， 由 分 分 (3)(1)(2) 即 得 NWNCCNppjp。 至 于 本 例 内 其 
它 的 讨论 ,可 贿 见 JohansonD 
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广义 分 离 原则 (其 中 mm 三 & 十 0 因此 对 它 加 入 65 与 加 入 CC6NPNp (6 任意 )， 可 得 两 
个 共 否 系统 (后 者 较 弱 )。 在 特例 , 若 加 入 CbCcab 及 CCbcbdcCcbag 可 得 系 航 J, 故 若 加 入 
CCCbCadbNrNVr 及 CCCCbCcbqCbqNrNr 可 得 系 航 J 的 (但 比 系 舟 ) 为 戏 ) 共 否 系 芒 

例 4。 在 例 3 的 系 入 中 ， 如 果 加 入 CbCcab 及 CCCbCcbgtbp, 可 得 wgI3， 故 若 加 入 
CCCbCdbNrNr 及 CCCCCbCcbaqbbNrNr， 可 得 mgZ 的 (但 较 弱 的 ) 共 否 系 航 ， 双 在 mwgZ: 
中 若 加 入 CNNbb 可 得 乙 , 故 若 在 wgL 或 其 共 否 系统 中 加 入 CCCNNbbN4gN4g， 则 可 得 
Z3 的 ( 较 弱 的 ) 共 否 系 芒 . 

我 们 再 从 普 否 及 引 否 的 观点 来 讨论 共 否 系 梳 , 

定理 3.4。 如 果 一 系统 和 中 可 以 推出 命题 NiCcbbp， 则 写 的 任何 一 个 普 否 的 共 否 系 和 芒 
Y 中 ,或 开展 的 或 归 狗 的 ,都 可 推出 所 有 各 共 否 系统 的 无 六 命题 . 

证 。 在 敲 系 统 X 内 废 可 推出 Wicbb, 则 在 它 的 共 否 系统 Y 内 必 可 推出 NW cbb， 而 
在 普 否 的 共 否 系统 Y 内 更 可 推出 (1) C ”bpg… 9 其 中 ?4 出现; 十 28 个。 由 分 (1)1) 
印 可 推 得 (2)Czz. 

今 二 在 某 一 个 共 否 系 和 芒 中 推出 一 无 命题 w, 则 该 普 否 的 共 否 系 葬 Y 内 必 推 出 Na . 
今 分 两 情形 讨论 ， 

如 果 Y 是 归 狗 的 , 则 写 必 可 推出 WNea 或 gw。 如 推出 gx 则 定理 得 证 。 如 推出 WNa， 
普 否 之 故 ;, 谍 双 可 推出 (3) CCubb, 其 中 少 不 出 现 于 wx 的 表达 式 中 。 由 分 (3)(2) 得 cu. 

如 果 Y 是 开展 的 ， 今 将 cbb 加 以 开展 得 Nz%cCcbpb (或 NS 一 Cbb， 证 法 同 )， 因 普 否 之 
故 , 写 必 可 推出 (Nza) , 即 (4) Czkabp… :bp( 共 28 个 四)， 双 推出 (N%Ccpb) 即 (5) Cappg 
…'g( 共 28 个 qg). 由 分 (5)(4) 即 推出 c。 故 定理 得 证 . 

定理 3.5. 如 果 在 一 系统 中 可 推出 Wicbb, 则 写 的 普 否 且 引 否 的 共 否 系 芒 ,开展 的 或 
归 狗 的 ,不 能 多 于 1 个 . 

证 .注意 普 否 引 否 系 入 由 其 无 六 命题 唯一 地 决定 , 划 利用 前 定理 序 得 证 . 

这 里 须 注 意 的 一 点 是 : 普 否 的 共 否 系统 未 必 存 在 ， 

定理 3.6. 一 系 炉 X 有 普 否 的 共 否 系统 的 必要 条 件 是 : 当 在 和 中 可 推出 一 命题 x 时 ， 
同时 亦 可 推出 某 个 NGCN“a) ， 其 中 四 和 为 正 整数 或 0, 可 随 命题 x 而 变化 . 

证 。 届 X 有 一 个 普 否 的 共 否 系 芒 Y。 在 X 中 巴 推 出 了 wu, Y 中 应 可 推出 某 个 Na , 因 
Y 为 普 否 ,Y 中 应 可 推出 (Na) , X 上 与 了 Y 共 否 ,X 应 可 推出 某 NGCV“a) , 故 条 件 为 必 
要 而 定理 得 证 ， 

注意 , 当 X 泛 合 条 件 时 ,如果 取 所 有 的 Nztu 及 〔(Nza) "而 能 够 组 成 一 系统 Y (例如 ， 
蕊 至 少 对 分 离 原则 封闭 ) , 即 得 和 X 的 普 否 的 共 否 系统 。 这 时 条 件 亦 为 充分 . 

要 把 每 个 可 证 命题 都 来 检查 ,事实 上 是 办 不 到 的 , 故 本 定理 几乎 无 用 . 

对 于 由 公理 所 决定 的 系统 ,在 很 特殊 的 情形 下 ,可 用 下 法 检查 . 

定理 3.7. 如 果 系 入 X 具有 广义 分 离 原则 且 对 每 一 个 公理 w 言 ， 访 系统 内 均 可 推出 
命题 WCGCN2%ao) ， 则 当 由 诸 Nu 及 (Na) 作为 公理 组 成 的 系 舟 亦 具 有 广义 分 离 原 则 且 





1) 由 定理 1.2 处 知 可 推出 〈6) CCcpCarCaCpyr, 由 分 分 (6)(3)(5) 得 (7)CCcpgCpNNg, 由 分 分 (3)(7)(4) 得 (8) 
CCpqgCN4Np。 由 分 分 (3)(8)(8) 得 (9) CcpqCNNPNN4， 释 续 可 得 〈10) CCpqgCNakpNekqg， 由 分 分 (3) 分 
(6)(10)(10) 即 得 相应 精 果 。 
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为 普 否 系统 时 , 写 便 是 和 的 普 否 的 共 否 系 和 统 . 
其 证 是 显然 的 。 洗 意 当 检查 新 系 和 统 是 否 普 否 系统 时 ,不 但 看 它 的 公理 能 不 能 够 普 否 ， 
还 要 看 它 的 基本 规则 能 不 能 够 普 否 (如 疫 有 含 V 的 基本 规则 , 则 不 必 检 查 , 因 而 简便 得 多 ) . 
例 5. 当 系 策 J 加 入 CCNbbb 后 , 它 显 然 有 一 个 普 否 的 共 否 系 和 统 〈( 即 J] 系 业 , 因 了 系 
统 本 身 可 推出 WNVCCNbbb) .容易 验证 ,新 系 和 统 是 满足 本 定理 的 条 件 的 . 
例 6. 在 下 烈 公 理 所 决 定 的 系 入 
(1) Cbb，(2) CbccCcbgg，(3) CCbgCCqrCbr，(4) CCbpCbgCbag， 
《5) CCbNVqgCqMNb，(6) CNNztb 
中 ,不 能 推出 NGCN “CNNpb) (不 管 记 不 为 何 )， 故 它 不 可 能 有 普 否 的 共 否 系统 . 这 可 
以 如 下 证 明 . 
由 于 有 命题 (6) 之 故 , 在 这 系 舟 内 如 能 推出 随便 一 个 N2(CN%ACNVpb) ， 都 必然 双 推 
出 (NACNVbb) 即 (7) C2%+spovbpo 2。 由 分 (3)(2) 可 得 CCCcCbaadgCcpg， 即 有 三 个 4 
作 尾 巴 时 可 改 为 一 个 4 作 尾 巴 。 用 此 法 逐步 把 (7) 和 缩短 尾巴 可 得 (8) c5 pvvpoo。 而 这 命 
题 显 然 是 在 本 系 芒 内 推 不 出 的 ,这 可 由 下 方 血 证 明 . 





C 二 和 

于 和 

汪 二 2 
3 本 1 








这 方 阵 完全 满足 上 烈 六 个 命题 ,但 对 (8) 言 则 有 
C5233233 一 C433233 一 C3 1233 = C2 333 = C 13 = 3( 非 特 指 值 ),. 
故 本 断言 得 着 . 
注意 。 本 例 所 述 系 和 统 中 的 纯 C 可 证 命题 便 是 上 女 直 党 系 舟 I3 中 所 加 入 的 纯 C 命题 ， 
而 (5) 是 用 以 作出 相应 的 引 否 普 否 系 和 级 。 可 见 在 (1) 一 (5) 的 系统 中 ,如 果 加 入 (6)， 若 果 
所 得 的 系统 便 不 可 能 有 普 否 的 共 否 系 入 了 . 


$ 4 仿 模 态 系统 及 共 人 系统 


在 $ 1 中 我 们 指出 wxgM 可 借 通常 的 二 值 方 阵 与 另 一 组 二 值 方 阵 〈 其 六 方 了 定 义 为 
N(0,1) 三 (0;,0)) 相 交 而 得 ， 如 果 我 们 作 定 义 NW(0;,1) = (1,1) , 则 这 个 新 方 阵 系统 与 M 
系 芒 的 共通 系 舟 是 什么 呢 ? 今后 把 这 个 系 生 叫 做 工 1, 写 为 下 面 所 戎 的 仿 模 态 系统 之 一 . 

定理 4.1. 如 果 在 M 中 可 推出 一 命题 w, 则 在 了 1 中 必 可 推出 CNaa; 反之 , 若 在 了 1 
中 可 推出 CNaw, 则 在 M 中 必 可 推出 w. 

证 。 如 果 在 M 中 可 推出 wx, 根据 M 中 的 规则 "w 一 CNaa ， 故 在 M 中 可 推出 CNeuea. 
双 在 新 方 阵 中 ， Na ” 恒 取 值 1, 故 “CNbtp ” 恒 取 特 指 值 0， 易 见 两 者 的 共通 系统 了 1 中 必 
可 推出 CNaa。 反 之 ， 若 在 了 1 中 可 推出 CNaw， 则 在 M 中 亦 可 推出 ,再 根据 M 中 的 规则 
“CNewa 一 w , 故 在 M 中 可 推出 c。 定理 得 证 . 

我 们 知道 ,在 所有 直觉 系 萄 ( 除 M 外 ) 中 ,可 有 CbVNP( 韦 盾 律 ) 必 有 NNa(a 为 M 中 可 
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证 命题 ) , 必 没 有 CNNepp ( 排 中 律 ) ,而 在 工 1 中 , 必 有 CNNpb， 必 没有 CbNNb 及 NNa， 
今 作 定义 ， 

定义 ， 若 M 中 可 推出 一 命题 ※ 时 , 在 系统 和 中 慑 可 推出 wx 或 CNaa; 反之 , 在 X 中 可 - 
推出 或 CNaa 时 ,在 M 中 司 可 推出 w, 则 X 叫 做 仿 模 态 系 芋 ?2 

若 把 CNVaa 记 为 Aw, 而 把 “A"” 与 “N2” 相 当 ， 则 仿 模 态 系统 与 直 党 系统 在 形式 上 尤 
觉 相 似 ， 因 此 , 仿 上 方法 容易 证 明 下 烈 定理 . 

定理 4.2.T1 有 一 委 定 方 阵 如 下 : 





C 0 N 或 N 
、 0 省 3 3 
二 3 这 
人 基 “有 ， 
本 1 或 








这 亦 是 用 求 两 方 阵 之 积 而 作出 的 。 由 于 M 有 种 种 铀 定 方 阵 ,， 故 工 1 系 统 亦 然 。 不 过 就 上 
面 定 理 1.9 所 用 的 方 阵 言 我 何 却 找 不 到 任何 N 方 阵 与 它 相 配 而 组 成 工 1 的 狂 定 方 阵 , 这 却 
是 与 系统 wgM 不 同 之 处 . 

定理 4.3. 了 1 可 以 公理 化 如 下 : 

CCCbgrCCrbCsp; CCMNpqdCN9b。 

定理 4.4. 普 否 的 仿 模 态 系统 是 不 存在 的 . 

证 。 先 证 该 普 否 系 业 中 必 可 推出 Cpb。 因 在 M 中 是 可 推出 Ctb 的 ， 故 读 仿 模 态 系统 
中 必 可 推出 ctb 或 CVCbbCbb。 车 推 出 Cpb 那 便 成 了 。 若 推出 CNCztbbpCctbp， 因 普 否 之 
故 , 双 可 推出 (1) CCccbbgcbb。 由 分 (1)(1) 可 得 (2) CCbbCctbp， 由 分 (1)(2) 可 得 (3) Ctzb. 

其 次 ， 改 M 中 推出 一 无 六 命题 K， 则 该 仿 模 态 系统 中 或 推出 w〈 那 便 成 了 )， 或 推出 
CVVawa， 由 于 普 藻 之 故 双 可 推出 (4) CCXGC (9 不 出 现 于 w 表达 式 中 ) 由 分 (4)(3) 得 x， 序 
M 中 所 有 无 六 命题 均 可 在 蔷 普 否 的 仿 模 态 系统 中 推出 . 

最 后 ,M 中 可 以 推出 CNVVpb, 故 在 该 系统 中 应 可 推出 CNVVbb 或 CVCMNIVbbCIVIVtbb， 
因 普 否 之 故 还 应 可 推出 它们 之 一 的 普 否 命题 。 容易 验证 该 两 命题 的 普 否 命题 均 不 在 Mo 
中 ,把 它们 任何 一 个 加 和 到 系 巧 Mo 去 均 导致 矛盾 。 定 理 得 证 . 

我 们 可 以 作出 由 有 益 值 方 阵 所 决定 的 仿 模 态 系统 . 仍 用 分 多 方法 ， 各 种 规定 与 前 全 
同 , 只 是 条 件 “VN0, 及 Nl 均 为 新 特 指 值 "一 项 须 改 为 “CN0.0, = 新 特 指 值 ” 罢了 . 今 
不 多 效 . 
我 们 又 可 作出 由 公理 决定 的 仿 模 态 系 和 统 , 工 1 是 其 一 例 , 此 外 的 例 为 : 
定理 4.5. 下 烈 公 理 决 定 一 个 很 弱 的 仿 模 态 系 管 : 

《1) 如 &x 为 M 的 公理 , 则 采 Au 为 公理 . 
(2) AcaB,Aau 一 全 B( 或 加 强 为 CACcbqaCAbA9). 





1) 因 通 常 把 “必然 w&? 定 义 为 “CNac”, 表 面 看 来 两 者 相似 之 故 。 
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如 果 我 们 不 希望 采用 Au 形 的 公理 ,可 用 下 系 入 . 

定理 4.6. 下 列 的 公理 决定 一 个 仿 模 态 系统 : 

(1) Cbcctbgdag ，(〈2) CCbgCCarCt 《3) CCbCpgCpg 
(4) CbC9pbp 《5) CCbqgCNSIVDP (6) CNVzpz. 

证 ， 我 们 先 诈 : 对 王 ukasiewicz09 所 作 的 关于 系统 M 的 三 个 公理 m, es- es 言 ,在 这 柔 
入 内 可 以 推出 Am, Aw, Aa。 

首先 由 (4) 可 得 规则 "w 一 CNaa” 即 ( 辰 )a 一 Aao”, 而 (2) 话 为 mm 故 册 ( 属 )(2) 可 推 
出 Awil. 

由 (1)(2) 容 易 推 出 〈 寅 。) “Ca8B 一 CC7Y1C72…Cynw aCTy1 CT CTY5 :因此 由 分 分 
〈《2)(4)(5) 得 (7) CbpCNbNg， 由 分 分 (2)(7) 寅 ;)〈6) 得 (8): CpCNag.、 再 由 ( 属 ) (3) 得 
人 aa. 

由 〈《2) 可 推 得 (已 ): “cacpBy,C68 一 CaCcby ， 故 由 (已 )( 人 3)(5) 可 得 (9): 
CCNaaCcbdCNaqg。 再 由 分 分 (9)(2)(4) 可 得 CNCCINpppCCVappp 序 和 oo 

故 就 M 系 梳 的 三 公理 w 言 , 这 系统 内 均 可 推出 其 相应 的 Aaz 了 。 还 须 再 盖 可 以 推出 
规则 : “Aca8B,Ax 一 人 B . 

由 (1)(《2) 可 推 得 ( 午 ): “CaCcBy 一 CBcauy 。 今 命 ACap 为 (10). Am 为 (11)、 出 
(10) 可 写 为 CVCauBcauB。 由 分 分 (2)(5) 宝 ; (6) 可 得 (12): CCNapgCNaep。 遇 分 分 (2) 午 
《10)(12) 可 得 (13):CauwCNBcax8B. 由 午 分 分 (2) 午 (13)(3) 得 (14):CeCNRBB. 又 由 分 (3) 分 
《2) 午 (14)(5) 得 (15): CNVBNa。 最 后 由 分 (3) 分 分 (2) 分 分 (2)(15)(11)(13) 部 得 CN88 
郎 AB， 因 此 便 推 出 了 规则 “Acax8B,Aw 一 人 AB "依据 上 定理 本 定理 年 得 薄 . 

此 外 还 有 很 多 与 直觉 系 和 统 相 平行 的 推荐 , 今 不 痊 . 

只 想 指 出 ,我们 亦 可 推广 仿 模 态 系统 的 概念 : 

定义 。 珊 有 两 系统 , 若 在 其 一 系 芒 中 推出 一 命题 Aia ( > 0) 时 ， 另 一 系 款 内 恒 可 推 
出 命题 Ata (& > 0) ,， 则 谣 该 两 系统 为 共和 A 系 和 统 . 

这 显然 是 仿 模 态 系统 的 推广 而 与 共 否 系 入 平行 .但 由 于 入 运算 此 之 NN 运算 要 复杂 
得 多 , 故 共 入 系统 与 共 否 系统 究竟 相似 到 什么 程度 , 泛 今 尚未 能 决定 。 租 我 箱 却 可 盖 下 齐 
的 重要 千 果 . 

定义 。 洲 在 一 系 管 内 可 推出 规则 “wa 一 Aw”, 访 系 生 名 日 可 和 开展 系 鞠 . 著 可 推 岂 规 
则 “AAAw 一 人 Ao”, 则 该 系统 名 上 可 入 归 狗 系 芒 . 

定理 4.7. 若 在 系统 X 中 可 推出 命题 Arcbb (4 0)， 则 在 它 的 可 入 归 狗 的 羡 否 的 共 
全 系统 了 Y 中 可 以 推出 所 有 和 的 共和 系 炉 中 的 无 六 命题 . 

证 ， 在 X 中 诅 可 推出 Asxcbpb, 则 写 的 共和 A 系 和 统 Y 中 必 可 推出 AsCpp. 车 刺 > 1. 再 和 A 
归 狗 郎 推出 Acbbp， 因 普 否 又 推出 (1) CCcCzbbvCtbp。 由 分 (1)(01) 可 得 (2) Cpp。 车 和 一 1， 
仿 上 得 ctpb, 若 和 三 0, 则 和 人 cbb 即 已 为 Cbp。 其 次 , 发 和 的 任 一 共 入 系 狐 中 有 一 无 X 命 
题 w, 则 在 共 入 系 和 葵 了 中 可 推出 Au, 若 & > 1, 再 入 归 狗 可 推 由 Aa, 因 蔷 否 又 推 嘱 (3) 
CCavw (其 中 "不 出 现 于 wx 的 表达 式 中 ). 由 分 (3)(2) 即 得 wx, 若 8 一 1: 仿 上 得. 著 8 一 0， 
则 Au 即 已 为 w。 故 定理 得 证 ， 

定理 4.8. 堵 在 系 业 X 中 可 推出 命题 AixCbb( > 0) ， 则 它 指 善 否 及 引 否 的 可 和 归 移 
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的 共 入 系 竹 不 可 能 多 于 一 个 。 

证 ， 仿 前 。 但 是 鉴于 普 否 的 仿 模 态 系 租 不 存在 ， 则 普 否 的 共 入 系 葬 是 否 存在 殊 属 疑 
问 . 

关于 可 入 开展 的 共 入 系 往 是 否 具有 本 定理 所 述 性 盾 , 今 和 未 知 . 
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N-GCENERALIZABLE，INTUITIONISIIC，CO-DENIAL，PSEUDO- 
MODAL AND CO-^ SYSTEMS 


MoiH SHAw-kwsl 


(Nemzkizpg Uzeiperrify ) 


ABsTRACT 


A fundamental view point of intuitionistc logicians is that the law of exclude middle 
is not admissable while not deniable (Cf.“the absurdity of absurdity of the law of exclude 
middle”). It was A， 了 . KomMoropoB who first formalized such a system，and then 
came A。Heyting。 The two systems developed by them are not identical. The former 
system (the system J) possesses the _ following property: 开 we transform an asserted 
proposition in the traditional two-valued system (the system M) by doubly negating each 
of its_ components，then the resulting proposiion is deducible in the system J (the con- 
verse is obviously true). The latter system (the system 媚 ) possesses the property: Ifa 
proposition is deducible in the system M，then its double negation is deducible in the 
system 万; and if the negation of a proposition is deducible in M，then the same is true 
for 妃 ; and conversely. From the point of view of Brouwer，the system 刀 is more 
satisfactory。 Hence，although criticized by some jlogicians，the system 妃 is considered 
the sole intuitionsistic system so far developed. 

However， there are many other jlogical systems which bear the same relation with 
the system M as the system 万 does. Such systems will be called intuitionistic systems， 
In the present paper we give many of such systems- JIn discussing them we find that 
some of them (e.g。 the systems T3 and T4) are more satisfactory than 妃 (see $2). 

Intuitionistic systems w 训 be generalized to co-denial systems (see $3). Parallelly we 
develop pseudo-modal systems and co- 和 人 systems (see 84). 

As was found by J. Johanson，the system J is N 一 generalizable. By means of the 
concepts INV-generalizability and N 一 ntroducibility we discuss some important properties of 
various ]ogical systems。 (see 3$1). 

Beside obtaining thus various properties of some important Systems， we prove the 
following theorems: 

Among the intuitionistic systems，the co-denial systems，the pseudomodal systems or 
the co 一 人 systems，there exists at most one which is N 一 generalizable and NV 一 ntroducible. 

Every intuitionistic system contains (in a certain sense) the whole asserted proposi- 


tions of the systme M，yet none of them contains also all the rules of procedure of the 


system M (except，of course，the system M itself). 
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关于 分 析 学 中 的 近似 方法 的 一 般 图 式 ” 
林 等 


(中 国 科 学 院 数学 研究 所 ) 


朵 . B. KaHTopoBHqP] 利用 泛 画 分 析 的 观点 建立 了 分 析 学 中 的 近似 方法 的 一 般 图 式 . 
在 本 妇 $ 1 中 把 [1] 中 的 近似 方程 的 “近似 ”的 意义 作 了 简化 , 划 以 更 简捷 自然 的 方式 作 
出 积分 方程 的 各 种 近似 方法 . 在 $ 2 中 把 [1] 的 结果 作 稍 稍 的 简化 ,也 沽 少 一 些 限 制 ; 工 
将 有 关 C. 工 _ MBHXHH0] 的 某 些 结果 和 纳入 KaaTopoBHd 的 图 式 中 ， 


$ 1. 第 二 种 方程 的 近似 方法 
近似 地 解 积分 方程 
xf(5) 一 人 | 刀 (s，t)x(t)dt 一 y(s) (1) 
的 最 流行 的 方法 乃 是 按照 某 一 “机 械 求 积 公式 ”把 方程 中 的 积分 项 奉 代 为 有 穷 和 : 


| HG Dx(D 友 一 王 HG5zDx (CD)， 
k=1 
井 且 对 于 代数 方程 组 


HAD 一 区 (2) 


K 三 1 


来 求解 。 所 得 的 解 ( 序 二 个 值 xY(xz7)) 通 过 某 一 插值 法 得 到 的 夯 数 ,例如 是 


K 一 1 


吏 取 作 (1) 的 近似 解 . 

我 们 要 探讨 的 是 :〈1) 的 可 解 性 与 (2) 的 可 解 性 之 间 的 关系 ,以 及 如 果 二 者 都 可 解 , 近 
似 解 的 收 伍 于 精确 解 ,以 及 收敛 的 阶 . 

以 下 在 泛 男 方程 的 一 般 形 式 下 来 考察 这 个 问题 ， 


I. 一 般 理 论 


在 典范 线性 空间 和 中 给 定 方 程 
Kx 一 X 一 人 DBx 一 》， 《3) 
其 中 xyEX, 刀 6E(X 一 X)D, 人 是 参数 
在 Banach 空间 X 中 作 近似 方程 ” 





* 1958 年 10 月 20 日 收 到 . 

+ 本文 有 一 摘要 氏 发 表 在 “科学 记录 2 : 3 (1958)? 上 , 兹 加 修整 与 详 述 。 

“”” 作者 深 深 地 感谢 他 的 导师 关 获 直 先 生 对 于 本 抽 作 的 极其 耐心 的 指导 与 帮助 ! 并 感谢 陶 绳 同志 的 许多 帮助 ! 
1) 瑟 E(X 一 >X) 卖 示 妃 是 由 空间 X 到 空间 X 中 的 有 界线 性 算 子 . 
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天 z 一 工 一 人 op 百 z 一 Vy， 《4) 
其 中 zEX, 互 E(X 一 X),p,VE(CX 一 X)， 和 设 op 五 是 全 连 策 的 算 子 . 
如 果 磁 是 (4) 的 解 ,我 们 取 
人 酝 xz 十 y 


作为 (3) 的 近似 解 ， 以 x# 表示 (3) 的 (精确 ) 解 , 

现在 要 研究 的 是 :(3) 的 可 解 性 与 (4) 的 可 解 性 之 间 的 关系 , 以 及 如 果 二 者 都 可 解 , 近 
似 解 的 收 伍 于 精确 解 ,以 及 收敛 的 阶 . 

为 此 ,我 们 假 屋 吾 与 妃 之 间 有 着 如 下 的 “近似 "关系 : 

(D) 上 (一 五 p) 瑟 | < s. 

许 1。 关于 豆 与 互 之 间 的 “近似 ”关系 ,有 着 不 同 的 定义 方式 (例如 在 [1] 中 双 是 一 
种 )， 但 是 我 们 希望 所 给 的 方式 能 是 在 陈述 上 较 简 单 并 在 应 用 时 2 较 简 担 自 然 的 . 

定理 1. 慨 条 件 ( 工 ) 满 足 ， 那 末 如 果 天 有 有 界 道 ,并 且 

e' 一 首开 一 ellell < 1， 

那 末 天 也 有 有 界 道 , 工 且 


和 一 (再 说 十 人 | 宝玉 二 人 y 一 六 0 二 他， (5) 


2 





其 中 8 = |R- 几 [Cellyyl 十 5) , 而 6 汶 足 下 面 的 估计 式 : 
(ID) ay 一 互 yy| < 4. 
证 ， 先 设 (4) 有 解 亦 ， 因 为 玉 xk 一 y， 慌 ( 百 z#) 一 百 z# 一 人 五 ( 百 z#) , 玉 y 一 y 一 人 瑟 y， 
工 且 磁 = 人 gp 百 z# 十 by ， 百 z3 一 入 五 p(z3) 十 互 Wy ， 所 以 
|lx 一 《2 互 十 y) 委 | 民 一 xs 一 人民 ( 互 zs) 一 羽 ?| 
一 | 玉 一 外 [|A 瑟 ( 再 xz) 一 五 z 十 五 ?| 








一 |K 一 必 AKCAE( 再 5*) 一 ) 吾 p( 吾 zs)) 十 {Ey 一 至 py ， (9g) 
| 和 |K 玫 AICXlellzsll 十 9) 
秋 | 及 -XeCllelllA 豆 ss 十 yyll) 十 9) 一 ellX 瑟 zl 十 2， 
所 以 
嘿 z 和 一 一 (+ 一 过 (7) 


把 (7) 代 回 (6) , 朗 得 (5). 

现在 证明 玉 有 有 界 道 。 否 则 齐 次 方程 

天 一 Z 一 57z 一 0 
有 解 和 和 尖 0。 但 依 (7)( 这 时 考虑 y 一 0,6 一 0, 筷 一 0)， 
IEzol = 0， 

于 是 如 一 和 9p 瑟 mo = 0，, 得 出 矛盾 ， 所 以 天 要 有 有 界 关 。 证 完 ， 

主 2. 当 X 是 赋 伪 范 空间 : 

lz 十 ys AcGlzl 二 ly， 

定理 1 亦 趴 ,只 是 其 中 的 s' 与 6 含有 上 的 因子 





1) 主要 指 以 下 II 中 的 (iD ( 即 积分 方程 的 "机 械 求 积 的 方法 >)。 
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主 3， 在 定理 1 的 证 明 中 容易 看 出 ,如 果 条 件 ( 工 ) 加 强 为 条 件 
(To) | 五 一 五 pl 和 se， 
那 末 定 理 1 中 的 se' 可 以 放 帘 为 | 
el 一 | 玉 一 | | el; 
8 可 以 放宽 为 
6 一 | 玉川 16， 
而 











|lx*# 一 〈) 五 zz 十 y)| 入 1 一 (6 十 |y 一 x#||) 十 2. 
中 


证 4 形状 如 (4) 的 近似 方程 比 形状 如 下 的 近似 方程 
z 一 9 五 z 一 py (4 7) 
具有 较 大 的 灵活 性 (在 (4) 中 取 沙 = p 朗 得 (47)。 定 的 方便 之 处 是 : 实用 上 如 果 计 算 py 
有 困难 ,可 以 改 为 对 于 入 的 计算 ;而 且 反 过 来 ,可 以 选取 适当 的 少 ， 使 估计 式 (ID 更 精确 . 

具体 的 设 明 可 瑚 看 以 下 工 中 的 (ii) ，( 证 ) 与 (v) 等 . 

在 定理 1 中 由 天 有 逆 得 到 了 六 有 道 . 反之 ， 也 可 以 根据 六 有 道 来 制 断 玉 的 有 道 间 
题 。 为 此 ,我 们 假 屋 豆 与 互 之 间 有 着 如 下 的 “近似 关系 ”: 
GD (一 豆 p)a< yy 
代 屋 X 一 一 完备 , 娓 一 一 全 连 乱 . 
那 示 有 
定理 2， 届 条 件 (IID 满 足 , 那 末 如 果 玉 有 有 界 道 ,并 且 | 
妨 一 | 十 | 并 一 el 几 豆 l)7 < 1， 


We 


那 末 天 也 有 有 界 递 ,并且 
| 一 (再 党 十 21 和 全 (we 十 册页 兴 十 3) 十 we， (3) 
一 7 
其 中 必 一 121(1 十 | 六 -ep 川 豆 la, 而 < 满足 下 面 的 估计 式 


(IV) 1zy 一 五 py < w. 
证 先 设 (3) 有 解 x*#*。 于 是 











llz* 一 〈X 吾 z* 十 y) 有 一 | XIEx* 一 百 zs| < | (Ex* 一 至 pxs|| 十 | | 
十 | 去 l 川 wx* 一 z3|) ， 

其 中 
lex* 一 砷 | 一 | 并 一 (天 x* 一 玉 zs)|| 一 | 天 一 (天 xs 一 PKxs)|| < 
委 | 并 一 p|| | 总 px* 一 瑟 xs||， 
而 | 
Ex* 一 吾 pxsl = CExz* 二 y) 一 百 pCEzxs 十 ?< 了 zs| 二 a， 
把 以 上 两 式 代 回 (9), 即 得 
|lz* 一 〈X 百 z* 十 y)| 秋 zs|| 十 ur， (10) 

于 是 

Il< 一 记 (wx 十 册 盏 P 十 了 (1) 
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把 (11) 代 回 (10) , 即 得 (8) . 
现在 证明 及 有 有 界 道 ,否则 齐 次 方程 
Kx 一 YY 一 人 Gy 一 0 
有 解 xz 夭 0。 但 依 (11)( 这 时 考虑 y 一 0,w 一 0,z 太 一 0)， 
zol 一 0， 


得 出 矛盾 。 所 以 下 有 有 界 道 。 证 完 . 


了 .对 于 积分 方程 的 应 用 
现在 利用 上 述 一 般 理 花 ,给 出 积分 方程 
人 | ac， 1 (127 
的 各 种 近似 方法 . 
先 把 (12) 改 写成 方程 (3) 的 形状 : 
Kx 一 2 一 人 4DBx 一 y， 
其 中 引进 算 子 Bix 三 | ac; #) X (zt)dtz。 


我 们 要 考虑 的 是 :如 何 选 取 算 子 互 , 9 与 少 (以 及 空间 X 与 X， 但 以 下 生 慑 指 某 一 ?” 
维 空 间 ), 使 得 条 件 (D) 〈 久 及 (IITD) ) 满 足以 及 估 式 (ID) 更 精确 。 对 于 不 同 的 互 , p 或 少 , 便 
得 到 不 同 的 近似 方法 . 

(GD “机 械 求 积 的 方法 ” 

今 取 X = CD 对 于 


1 
Ex 一 | ac， z) x (tr)dt ， 


参 


五 px 一 4KE(s， 砍 ) x〈 克 ) ， 


KR 一 1 


Vx 一 (4x(8， …，4oX(tn))3 


z 一 三 ， 感 (s， 大 )Ek， 当 x 三 (li， EuwE， 


二 1 


而 丸 与 如 各 是 某 一 (任意 的 )” 机 械 求 积 公式 ”中 的 分 点 与 系数 . 今 取 X = 732， 那 末 


lel< 之 |4k|. 


K=1 


并 验 征 条 件 (D 





1) C 表示 [0,1] 上 过 续 夯 数 的 空间 ,其 中 范 数 是 ||*|| = maxjx (9)| . 


2) 书 表示 乡 维 的 空间 ,其 中 范 数 目 天 || = 之 1t|， 当 天 一 (Sn) ED 有 . 
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1 本 一 再 p) 环 | = max|| mc, 5 人 六 忆 Cr 5)uz - 


、 =1 


三 (4aadr， 大 ) ( 克 三 ) 6]| 一 


12 工 
了 





三 6 作 acepacspa = 王 aGoeDEGoa <alal， 
一 1 9 一 1 
序 条 件 (D) 满 足 , 其 中 


人 .aas 1)E(z， zx)dz 一 3 (sy 大) 吾 ( 克 ，z) 


KR 三 1 





8 一 MaX 
了 到 





》 


s 可 以 按照 “机 械 求 积 公 式 ” 的 余 项 来 估 值 . 
取 少 = p, 并 有 验 明 估 式 (ID 中 的 6: 


By 一 豆 gy|| = max 





| ar， 1)y(ziD)dz 一 > AT(s， cyCGza 首 
KK=1 


可 以 按照 机 械 求 积 公 式 ” 的 余 项 来 估 值 . 
这 时 近似 方程 (4) 乃 是 如 下 的 代数 方程 组 


人 6 一 4i DZ (tk)6 一 省 y() (1 入 入 四. 
&=1 
于 是 由 定理 1 得 : 
如 果 不 是 积分 方程 (12) 的 固有 值 , 借 且 
s 一 |KINAE( 袜 14l)e< 1， 


K 一 1 


那 未 有 崔 组 (16) 必 有 一 意 解 入 一 ( 绊 ，.….，864) ,并 且 


xz) 一 王 ae 名 + yx 上 = o 性 14l)。 + 直 ， 
其 中 es 与 8 之 值 各 见于 (14) 与 (15)， 
弃 5。 条 件 (IID 也 满足 ， 事 实 上 ,类 似 于 (13) 的 估计 ， 


村 





In3X 
了 





而 估 式 (CIV) 中 的 
X 一 和 
因此 可 得 对 应 于 定理 2 的 结 葵 (以 下 诸 例 中 均 略 去 对 于 定理 2 的 叙述 ). 
主 6. 利用 各 按 * 及 上 为 阶 数 不 高 于 *” 的 三 角 多 项 式 了 (si 及 Ti(e，D: 
| 本 (人 一 Fa 委 形 (GD); | 瑟 (s) 一 aa 委 玉 (D)， 
可 以 给 出 (18) 的 一 种 估 值 ,事实 上 , 取 X = Cu， 





人 一 二 站 一作 一 (1 和 < 让， 


了 


那 末 (14) 中 的 





1) 上 表示 连 粮 周期 画 数 的 空间 (周期 为 1) 





《13) 


《14) 


《15) 


《16) 


(17) 


《18) 














立 一 -太一 senl- -Asanasirr 二 -ia 一 
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e 安 max 





| 嫩 (s zi)E( za) dt 一 人 | Jai(Csy zt)FGr xD)dt| 十 





2{M 玉 () 十 M 及 ( 石 ))， 





Y 4ATai(s， 帮 ) 有 ( 帮 ，2) 一 三 4k 感 (5 不 ) 瑟 (不 2)| 安 


玉 二 1 二 1 
其 中 M = max| 妃 (si)| ，M 下 和 nu i)|; 类 似 地 ,(15) 中 的 
6 秋 2{ 人 yl 本 (五 ) 十 MEsCy) 


十 max 





因此 (18) 成 为 
xs 一 (再 z# 十 y)| 上 一 O { 肪 (B) 十 防 (G) 十 Bo(y))}. 
而 在 [1] 中 ， 近 似 解 "对 于 精确 解 的 近似 程度 力 是 
O{log2z [ 开 ( 万 ) 十 开 ( 感 ) 十 已 (yy)])}， 
证 7. 利用 连续 模 : 

ob(6) 一 sup| 瑟 (sz) 一 万 (zt)| (上 一刀 | <6): 

w 针 (6) 一 sup| 瑟 Cs ) 一 万 (Gs 直 | (> 一 区 < 5)， 
可 以 给 出 (18) 的 另 一 种 估 值 ,事实 上 , 取 X = C， 


1 和 
全 一 本 , 关 一 全 一 《〈| < < 让， 








那 末 (14) 中 的 
s 一 max 3 > 0 > | acsrDaceoz|< 
km 5 
cr 国 + 人 | 
类 似 地 ,(15) 中 的 
5<<lllop (之 ) + Me (过 ) 
因此 (18) 成 为 


orol-ol 人 + 的 +e 人 
证 8. 利用 块 状 常 值 画 数 “ 见 [4])7: 
豆 ( 沪 = Bt (一直 < 过， 一 4| < 寺 )， 
可 以 给 出) 的 又 一 种 估 值 ， 事实 上 , 取 藉 = Ma， 
如一 二 ,不 一 健一 (1 和 4 四， 














271 
那 末 (14) 中 的 
: 
1 二 本 
ne | WO 和 记 一 至 确 乓 0 0 ay1+4 
了 了 站 天 =1 到 
十 sup 2 工 再 5， 大 ) 末 (大 ,zz) 一 >， 一 瑟 (s， f)E( 克 ,zt 和 4Msup| 已 一 互 |. 
=1 


炎 三 1 





1) M 表示 有 界 函 数 的 空间 ,其 中 范 数 |l*|| = suplx (9)1 











本 和 
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因此 (18) 成 为 





zx 一 (Exz* 十 y)| 上 三 Of{sup| 妃 一 五 | 十 6). 
如 果 不 取 少 为 p, 而 取 
少 二 pe 


人 


| HB(s, ay( 人 (dt 一 > 妃 (s， 大) y (Da | 二 


和 


Eee 四 


那 末 


| By 一 五 y|| = sup 





ee | ac， 0 | 互 G， 的 豆 的 测 坟 


了 





《19) 


入 2 sup| 互 一 豆 | jy|， 








汪 ” 浸 绿 二 
十 sup 二 响 吾 (*,z)y(Ddz 一 之 区 囊 (s， 克 ) y (td 


和 村 二 :本 








郎 $ 一 O {sup| 妃 一 豆 |}， 而 这 时 近似 方程 (4) 乃 是 有 穷 组 


他 


生 一 ) 工 袜 古 (加 井 儿 = ya GE<i 和 由， (20) 
K=1 ee 


而 佑 计 式 45) 成 为 
| 和 一 CRz 十 3? 川 二 Ofsup| 五 一 五 |)， 
注意 ,其 中 的 zx” 乃 是 (20) 的 解 ,而 不 是 (16) 的 解 . | 
但 是 ,我 们 愿意 指出 , 赴 8 中 的 结果 也 可 以 用 如 下 的 方式 直接 得 到 : 











《ii) 
对 于 
1 
Ex 一 | ace， z) xzt) dz， 
取 
了 本 
瓦 px 一 | 二 (， z) xz) dz， 
其 中 
末 (s zi) 一 万 ( 训 ， 克 ) (4 -= 和， | 一 下 | < 二); 
要 (>*az 
xz 一 和 FT(s， 厌 ) 6xk， 当 zx 一 (6l， 5 
=1 
而 六 = 仇 二 1 < 和 让 
271 
取 X = M, 于 是 由 (19) 得 知 
上 下 一 有 p) zl 入 2sup| 互 一 如 | 昨 xl， 
因此 条 件 (Io) 满 足 , 其 中 sl 一 2sup| 互 一 五 |. | 
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关于 少 的 取 法 ,可 以 输出 两 种 : 
第 一 种 为 
由 三 p， 
这 时 由 (19) 看 出 估 式 (ID 中 的 6 一 2sup| 互 一 豆 ||y| 几 ， 而 近似 方程 (4) 乃 是 有 穷 组 (20): 


让 


类 
和 一 症 E 本 (s， 大 ) Gd 一 | yw (1 和 1 入) 
JS -1 


第 二 种 为 
yy (dy(tD)， 本 y(tn))， 
这 时 





we | (DoyDi 一 袜 妈 BCytyCGe)| <5， 
了 天 =1 
5 可 以 按照 “机 械 求 积 公 式 ” 的 余 项 来 估 值 。 这 时 近似 方程 (4) 成 为 有 穷 组 


了 
6 一) 工 全 | BCorpa= (GD GL<i<， (21) 
人 旨 





(把 (21) 与 (20) 相 比 ;,(21) 的 优点 在 于 不 必 对 y 计算 积分 ) 
利用 定理 1 ( 赴 3) 得 : 
如 果 不是 积分 方程 (12) 的 固有 值 , 井 且 
si 一 2|| 开 -| 和 X|sup| 瑟 一 五 | < 1， 
那 末 有 穷 组 (20) 与 (21) 必 定 各 有 一 意 解 式 与 式 , 井 且 
xz 一 (五 z 声 十 ?=O fsup| 互 一 | ); 
| zx 一 (五 详 十 y)| 二 Of{sup| 互 一 互 | 十 5)}. 


这 些 就 是 赴 8 中 的 结果 . 
( 雇 ) 明 化 核 方法 
对 于 
Dx 一 | (sz)xCt) dz， 
取 
五 px 一 | 五。(s，z) x(i dt， 
其 中 


五 (sz) 一 人 ak(s) pk(t); 
=1 


1 
-一 Di QZ ) 
要 (| 9 1<i<ny》 


百 z = yw(s)ek 当 工 一 ( 司 ，.… 6)， 
大 一 1 


取 X = M, 于 是 


|(E 一 瓦 )x|| 委 sup| 互 一 互 。| zx||， (22) 
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因此 条 件 (Io) 满 足 , 其 中 si = sup| 已 一 万 |. 


关于 少 的 取 法 ,可 以 给 出 两 种 : 
第 一 种 为 
几 一 9， 
这 时 由 (22) 看 出 估 式 (ID 中 的 6 = sup| 互 一 豆 。|||y||， 而 近似 方程 (4) 乃 是 有 益 组 
< 1Tfi 1 
和 一 之 (| 克扣 = 人 yw (1 和 ;< 委 2). 《23) 
第 二 种 为 


yy 一 [至 8( 大 ) y CD ) ic。 
K=1 
这 时 


|， EC 六?(D4t 一 之 ai(5) > 4 (不 ) y( 大 )| 安 
k 二 1 


z=1 


| By 一 豆 y%y|| = sup 





< sup | ac， open 有 








交 ，- ws 2 
十 sup | 元 Ge， 1)y(idt 一 六 从 百 。 (sy 大 ) yCGea| <sup| 克 一 忆 ,||y|| 十 0 
本 k=1 


本 








01 一 sup 3 
四 


人 束 G Dr 一 开 和 也 GaDyGa 
=1 


5; 可 以 按照 “机 械 求 积 公式 "的 余 项 来 估 值 , 序 估 式 (ID) 中 的 8 = sup| 互 一 豆 ,|y| 十 3. 
这 时 近似 方程 (4) 成 为 有 穷 组 


6; 一 人 > (2 mdz] 6 一 之 4)y(k) (1<i 和 2) 《24) 
KR=1 vv9 


太一 1 

《把 424) 与 (23) 相 比 ;,(24) 的 优点 在 于 不 必 计 算 点 y (1 委 入 2) 的 积分 ) 

利用 定理 1 ( 注 3 ) 得 : 

如 果 人 不 是 积分 方程 (12) 的 固有 值 , 芽 且 

sl 一 | 玉 一 上 2X|sup| 瑟 一 互 。| < 1， 
那 末 有 崔 组 (23) 与 (24) 必 定 各 有 一 意 解 奢 与 页 ,并且 
|lx* 一 (五 坑 十 ?)| 三 Of 人 sup| 互 一 豆 。|); 
lx 一 ( 互 态 十 y) 三 Of{sup| 互 一 五。| 十 0). 
(iv) Ritz 方法 
对 于 


Frx 王 | (s txt)dt， 


有 ws | 下 《7 as- 





| 


See 








-了 四 


Ra Si 
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其 中 


互 z 一 pi ooi(s) 当世 一 6， …… En)， 
而 {owo;} 是 产 ” 中 的 就 范 正 交 组 ，pix 
取 X 村 于 是 


Ia 一 豆 p) zl = 1 (|. (本 一 丽 o)z(Dd)] 上 < | 一 豆 。| aaallz||， 


| 


1 1 
| | 互 ci CD d5 dt 
8.J9 


去 


因此 条 件 (Lo) 满足 , 其 中 忌 = | 有 一 豆 ,lluasa 一 中 | Ca nn | 人 
于 是 估 式 (ID 中 的 8 = | 一 吾 。||asallyl， 
这 时 近似 方程 (4) 乃 是 有 败 组 
1 


6 一 人 > (| .| ae ds di ) 6 =1 woiyds 《1] 习 让 内， 《25) 
kx \JeJe 6 


于 是 由 定理 1( 注 3 ) 得 : 
如 果 人 不 是 积分 方 积 (12) 的 固有 值 , 代 且 
el 一 | 天 二 | 上 一 瑟 。|aczs < 1， 
那 末 有 崔 组 (25) 必 有 一 意 解 太 ， 并 且 
xz 一 (CA 瑟 zi 十 ?三 Of 一 互 o||zacrz}. 
而 在 [1 中 ， 近 仅 解 “对 于 精确 解 的 近似 程度 乃 是 
O {l 互 一 豆 ,|acrs 十 | 一 如 上 ). 





(v) 
对 于 
1 
|。 0 
取 
”全 
机 pz = 二 | BC ro x(D) ar， 
k=1 v 一 
其 中 


(| 六 w 。 


瑟 rz = >， 古 (tk) 6k， 当 二 一 《6 ，6Eo)， 


K 三 1 





1) za 表示 平方 可 积 画 数 的 空间 ， 其 中 范 数 lz 上 | = 人 。1z(91a4e、 


























4 期 林 僵 : 关于 分 析 学 中 的 近似 方法 的 一 般 图 式 423 





醒 卜 m 从 二 (1<)， 
2 


取 X = C, 于 是 
Ka 一 豆 p)xl| = maz| 并 民 站 6 六 埠 三 当 入 





(26) 
二 迷 汪 ， 吾 (sy 大) xd 入 co 人 (过 -) lzl， 


因此 条 件 (Io) 满 足 ; 其 中 el 一 oj 蔬 ) 


关于 少 的 取 法 ,可 以 给 出 两 种 : 


第 一 种 为 
史 一 9p， 


这 时 由 (26) 看 出 估 式 (ID 中 的 8 一 oo 局) ll， 而 近似 方程 ( 4 ) 乃 是 有 穷 组 


一 ) 过 (1 HG im) 扣 = 嘲 yd (1<i<n). (27) 


第 二 种 为 
yy 一 (4 y( 矿 ) ， 4 y(tn))， 
这 时 
| ay 一 互 yy|| = max 人 刀 (zy(Ddz 一 他 4 嫩 (不 )y(tk)| 入 5， 


k=1 


8 可 以 按照 “机械 求 积 公式 ”的 余 项 来 估 值 。 而 近似 方程 (4) 成 为 有 穷 组 
和 一 1 (| Bo 有 和 ) 和 = 4 CS 可 . (28) 
k=1 “一 


于 是 由 定理 1 ( 注 3 ) 可 得 : 
如 果 1 不 是 积分 方程 (12) 的 固有 值 , 工 且 


本 站 ( 工 
= Kxlo 旭 (过 ) < 1， 

那 未 有 劣 租 (27) 与 (28) 必 定 各 有 一 意 解 歼 与 葡 , 并 且 
元 了 二 中 ee i)( 工 
le 一 GE+ 1 = o 1oe( 寺 用 


le* 一 QT =oiop( 二 )+8 


证 9。 I 中 的 一 般 理 其 也 可 以 应 用 到 居中 的 无 穷 组 上 (这 是 容易 处 理 的 , 从 略 )， 特 
别 , 按 照 址 2，I 中 的 一 般 理 花 也 可 以 应 用 到 侍 中 的 无 穷 租 上 . 


$ 2. 广 于 第 二 种 的 方程 的 近似 方法 


LI. 一 般 图 式 


欠 定 方程 








eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeas 





SS 
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Kx 一 Gx 一 AMTx 一 y， (29) 
其 中 CG, T 为 线性 算 子 , De C Dr C X，, Je, rzr C ZX Y 为 线性 赋 范 空间 
慨 (29) 有 解 x6 Dec。 现在 我 们 去 逼近 解 本 身 : 屋 妨 可 用 另 一 和 线性 赋 范 空间 X 中 的 
元 如 所 决定 的 象 rzo 来 逼近 ", 其 中 rE(X 一 X): 
天 Txo 二 y。 
于 是 
GK Txo 二 Gy， 
其 中 c6E(Y 一 了 Y),Y 为 另 一 和 线性 赋 范 空间 。 取 等 式 
GK TY 一 Gy 


或 








GGTXZ 一 MaTTZ 一 Gy， (30) 
朗 得 (29) 之 一 种 近似 方程 . 
更 一 般 些 ,对 (30) 中 的 算 子 acTr 再 作 一 次 “近似 ”: 将 aTr 用 某 一 “近似 算 子 " 工 来 代 
替 , 所 得 的 方程 ? 
开 z 一 gaGrz 一 TYZ 一 ay， (31) 
i 取 作 (29) 的 近似 方程 。 而 (31) 的 解 zi* 通过 映 象 z 得 到 的 rz” 取 作 (29) 的 近似 解 , 
我 们 要 考察 的 是 近似 方程 (31) 的 有 解 性 ,近似 解 的 收 伍 于 精确 解 以 及 收敛 的 速率 ， 
为 此 ,我 们 假 讼 : 
(a) 下 烈 条件 成 立 : 
(V) 存在 zEX， 使 ly 一 Grzoll 和 0; 
(VI) 存 在 zxEX， 使 |Tx 一 Grzll 委 种 lz， x6X. 
攻 且 , 了 工 对 c7r 的 “近似 ”" 瘟 义 是 指 下 述 条 件 





| (CVID) 上 到 = 一 a7rzl-< lezll, ze 吉 
| (b) 天 一 0 只 有 零 解 一 开 一 对 任意 76 了 都 有 一 意 解 2; 并 且 aGr 有 首 
| 《ccr) 一 . 

那 未 有 


定理 3 假 屋 (a) 与 (b) 祷 足 , 那 末 如 果 
|zl < ollKzxll，x6 De， 
且 
请 一 pl 人 GT+ crGcGcr)-cl)ma 十 |cr(cGr)l>) < 1， 
那 末 天 必 有 有 界 首 , 且 
lx 一 zz | 乏 Er (pl 十 cr(cGr) 一 clD)8 二 xz 时 十 poGL 二 crGcGr) al)0， 《32) 





其 中 x# 是 精确 方程 (29) 的 解 , z 态 是 近似 方程 (31) 的 解 . 
证 ， 先 疏 (31) 有 解 # [注意 奉 = (acGr) 一 (ay 十 MTz#)]。 那 末 





1) De 与 矿 c 各 表示 G 的 定义 域 与 值 域 . 
2) 这 是 由 又 到 了 中 的 方程 。 
3) 一 一 表示 车 含 ( 当 双 , 了 为 维 空间 时 , 这 一 性 质 显 然 成 立 ). 
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lx*# 一 TXZ#|| < po Kx*# 一 尺 rz#|| 一 plly 一 Gr(aGr)-(ay 十 MTzs) 十 MXTTrZ#|| 一 
一 pl(y 一 Grxzo) 十 Gr(aGr) 一 ca(CGCrzo 一 ?) 一 人 人 Gr(CaGTr) 一 了 zs 一 TrzZs)|| ， 
因 贡 有 条 件 (V) ,于 是 
lx# 一 rz < po(1 十 cr(cGr) 一 cll)6 十 plGr(cGr) 一 了 zx 一 TTZ 汪 |. 
而 
cr(CaGr)-Tz# 一 Trzs|| 一 
一 16Gr(acGr)-(Txze#z 一 GaTTrxze) 十 Gr(aGr) 天 afTCrze) 一 Grz) 十 (1Grz 一 TCrze) | ， 
因 丽 有 条 件 (VII) 与 (VI) ,于 是 
per(ccr) 一 了 xz 一 Trzsl 入 oz 


于 是 
lx* 一 Tzx|| < p(1 十 cr(GcGr) 二 al)0 十 串 |rzsl| (33) 
于 是 
lezs|| 之 < 和 toG + crGzcom clD9+ 下 (34) 
再 代 回 (33) 邹 得 (32). 
现 证 六 有 有 界 道 ,否则 


一 GaGrz 一 1T7 一 0 

有 解 刀 尖 0. 依 (34)( 此 时 考虑 y 一 0,0 王 0, 和 妃 一 0)， 
rzall = 0. 

那 末 阅 = (acGr) 一 acGCrzi) 一 0， 和 也 盾 ， 证 上 毕 . 


II. 一 般 图 式 在 常 微 分 方程 中 的 某 些 实现 
(iD 常 微分 方程 的 插值 方法 " 








考察 方程 
2zp 和 2717 一 | 
Kx 二 一 人 站 2 一 … 一 gom(t)xz 一 Ci)， 《35) 
工 带 有 边界 条 件 
xx 一 开 一.… 一 委 - =0, 如 果 : 一 或 1 一 由 (36) 
dt GEt 


我 们 和 欲 将 (35)(36) 的 解 用 形 如 下 状 的 多 项 式 来 逼近 : 
(6 一 arG 一 工 tc 
序 取 
人 


炎 三 1 


这 里 X 为 ” 蕉 空间 。 双 取 了 = zzr。 
现在 验证 条 件 (VD) 与 (V). 取 人 = 1; 





1) 这 一 方法 首先 由 3. B. KapranoBcKay 论 诈 过 ([2])。 这 里 把 它 转 在 上 述 的 一 般 图 式 下 , 从 而 获得 一 些 简化 
(例如 不 需 考 虑 G 的 有 逆 性 等 等 ) , 精 论 也 一 般 些 . 








人 
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CGx 一 ; 了 Tx 一 
2 站 Gt Pr 


《于 是 Grzx 乃 是 次 数 不 超 过 * 一 1 的 多 项 式 )。 了 双环 为 [zc,. 5] 上 上 具有 oz 阶 连 入 导数 并 满 
足 边 界 条 件 (36) 的 夯 数 全 体 , 其 中 范 数 定义 成 


2773 



































站 CE 
并 取 Y = C. 
届 yx(i)(1 入 和 入 2) 连续 可 微 , 则 
Z 二 |eax 本 
27z| < ul 
人 他 | dz le zz 有 十 | | 
































这 里 wx 为 一 常数 ， 依 画 数 构造 花 中 的 辕 果 ， 存 在 区 数 不 超过 > 一 1 的 多项式 共 划 一 
《Grz) (z)， 使 


lrz 一 Grzl << 工 |lx。 exX。 


其 中 * 为 一 常数 , 朗 条 件 (VID) 满 足 ， 其 中 属 = 一 


条 件 (V) 也 满足 . 事实 上 ,存在 一 个 次 数 不 超过 > 一 1 菌 多 项 式 km) 王 (Grzo)(z) 使 
ly 和 Grzo|| 委 .(y)， 


印 0 一 也 (7y). 
取 
六 2 [y(z) ， 人 yfz)]. 
显然 |c|| 入 
zGrf = 攻 ， 人 一 =G 二 "党 sl = 一 == (0 一 0， 


故 (cGr) 一 存在， 注意 到 [Gr(cGr)7y]() 三 扩 (z) 乃 是 稀 定 cz 一 了 或 
力 ( 右 ) 一 天 (1 委 i 委 2) 


的 2 一 1 次 多 项 式 , 其 中 7 了 = (7,，.…… ,zyo)EY7。 于 是 . 当 ( 瑟 。-- -> 加 ) 为 号 Gammes 分 点 
时 ， 
cr(CcGcr) 入 4logz 十 百 ， (37) 
而 当 ( 石 ， 2 加 ) 为 Gauss 分 点 时 ， 
lcr(ccr) 玫 < DV > ， (33) 


其 中 4, 了 83 与 忆 都 是 常数 
取 了 = ar， 于 是 条 件 (VID 中 的 >” 一 0。 而 近 极 方程 (31) 化 为 有 光 短 


27117 世 
9 2 (2 一 C)w(6 一 2” 之 EK 大 | =:， 








二 二 9Gx( 二 (一 o" CC 一 六 荆 kt | := 一 JE) (1 委 z 委 m -| 


sz 


于 最: 办 地 贱 革 得 - : 











和 
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如 果 方 程 (35)(36) 存 在 有 界 道 K-!D, 目 
闫 一 |‖K- 才 (1 二 crCzcr) 开 ID) 一 < 1， 


那 末 有 益 组 (39) 必 有 一 意 解 z#， 且 rz# 按 X 中 的 范 数 收 合 于 (35) (36) 的 解 *# 〈 如 果 
cr(CcGcr) 直 BECy) 一 0)2, 收 化 的 速率 为 


| 昱 一 zx = o lercceon| 二 +) 有， 


其 中 cr(CcGr)|| 的 估 值 见 (37) 与 (38)。 
(ii) 常 微 分 方程 的 [amepKHH 方法 ? 


考察 方程 
Kx 一 和 [p(iD)x(] 十 乞 [g(z)x(D)] + r(Dx(t) = yCD， (40) 
并 带 有 边界 条 件 
x(0) 一 x(1) 一 0. 《41) 
考察 满足 条 件 w(0) = ww(1) = 0 的 一 组 画 数 {w (D)) , 使 夯 数 {wi ( 门 ) 与 等 于 一 ( 


的 本 数 所 成 的 组 是 姜 中 的 完全 画 数 组 ,人 芽 依 权 男 数 zi) 正 交 就 范 . 
我 们 欲 将 (40)(41) 的 解 用 形 如 下 状 的 夯 数 来 逼近 : 
Ek OK(s) 、 


KR 一 1 


郎 取 





7x 一 之 Sk wk(5) ,三 一 〈6， Sn) EX 


K 三 1 


这 里 X 为 > 维 空间 。 双 取 了 一 R。. 
现在 验证 条 件 (VI) 与 (V)。 取 人 = 一 1; 


Gz 一代 [pr(Dxr(D];iTz 一 工 [g(Dx(D] 十 rnDx(D， 
dt Qt 


( 于 是 Grz 乃 是 形 如 也 六 AD 鸭 人 名 的 画 数 ) 而 空间 X, Y 的 取 法 见 [1]. 


玉 二 1 


在 [1] 中 已 指出 Tx 可 用 形 如 羡 立 MKD) w(D) 全 = (Gra() 的 夯 数 按 Y 中 的 范 数 
K=1 


来 逼近 , 即 条 件 (VI) 满 足 , 其 中 户 一 0 ( 当 > 一 o). 
条 件 (V) 也 满足 ,其 中 0 一 0( 当 > 一 o)， 


取 
1 1 
2=(-! ywl dt ， | yo aa ) 
9 8 








1) 如 果 和 不是 (35)(36) 的 固有 值 , 那 末 可 知 有 界 逆 天 -存在 . 
2) 在 [2] 中 如 果 只 裔 名 ( 芒 连续 可 微 (一 次 ) 并 当 ( 国 ，……，z 如 ) 为 Gauss 分 点 时 ,并 不 能 得 到 这 一 方法 的 收 仇 性. 
3) 这 一 方法 在 [1] 中 已 论 诈 过 .为 了 说 明 上 述 一 般 图 式 的 应 用 ,我 们 不 妨 重复 伊 述 之 。 
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容易 算出 zl 入 1. 又 
GGTrz 一 一 | [对 > (t) wx (z) Ex | epa | 一 0 一 一 xz 一 《6 ，……，6o) 一 0， 
9Ldt 二 1 1<zic<m 
故 (acGr) 一 存在 ， 此 外 显然 |cr(ccr) 惠 | 入 1， 
取 了 工 = aTr, 于 是 条 件 (VID 中 的 > = 0 而 近似 方程 (31) 化 为 有 益 组 
人 | 袜 oko|wDa = yooDa G<i<w ) (42) 


k 一 1 


于 是 ,由 定理 3 得 : 
如 果 方 程 (40)(41) 存 在 有 界 道 及, 且 
瑚 三 2| 居 la < 工 ， 
那 末 有 益 组 (42) 几 有 一 意 解 碾 , 且 Yrz( 按 和 X 中 的 范 数 ) 收 化 于 (40)(41) 的 解 六 ， 收 和 伍 的 
速 这 为 
| 一 zlx= 王 Of 人 ua 十 0). 
(iii) 积分 方程 的 混合 方法 
考察 方程 (1): 


x(s) 一 人 | (szi)xCt) dt 一 y()， 
我 们 欲 将 (1 ) 的 解 用 形 如 下 状 的 本 数 来 逼近 : 


六 ，Ek wk( 人 ) ， 
1 
郎 取 


他 


TY 一 Ek wk(s) , 工 一 (El，.…，Eo) EX， 


太一 1 
这 里 束 为 > 维 空间， 并 取 豆 = mw， 
现在 验证 条 件 (VI) 与 (V)， 取 


GCx 一 Xi TYx 一 | ac z) x(z)dt， 
取 大 = 王 了 = C. 
因 存 在 | (se 划 xDdz 一 | [三 &Ek(t)wk(s) | xpa 一 三 ( ESk(z) xDdzjot(9)= 
一 (rz)(s)， 使 


|Tx 一 rz|| 一 max 





| ” | ss 
因此 条 件 (VD 满 足 , 其 中 证 一 尿 (D)， 
条 件 (V) 也 满足 。 事 实 上 ,存在 > mw wk 一 rzo, 使 
k=1 


jy 一 rzol| 入 Eo(y)， 





委 了 (BED)|xl, xz6EX， 





1) 这 一 方法 在 [1] 中 已 葵 诈 过 .但 利用 定理 3 可 给 出 较 精 确 的 估 值 ,因此 我 们 重复 八 述 之 . 


2) 了 (sz 的 意义 见于 $ 1, 注 6. 
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序 8== 也 
取 


本 [y(z) ， 人 y(tn) ]. 
显然 lzl| 和 1， 又, 如 果 wz 是 三 角 夯 数 ， 


GTX 一 ceot(t) | 一 0- 一 7 一 (6 ，6k) 一 0， 


太一 1 


故 存在 (ar)-:， 注 意 到 [r(ar)-7]() = > 6k ok(s) 乃 是 满足 


有 一 1 


> Ckok() 一 大 (1 入 is 入 2)， 
KR 二 1 


其 中 7 = (7，.…，7n)EY， 于 是 当 姑 是 等 距离 分 布 时 ， 
llr(Ccr)| < log> 十 4. 
取 工 = aTr, 于 是 条 件 (VID) 中 的 ”= 0 而 近似 方程 (31) 成 为 有 益 组 
袜 人 eeox(D 一 1 袜 名 (RDoxDu) = (GE<i<m， (43) 
k=1 


太 二 1 


于 是 ,由 定理 3 得 : 
如 果 不是 积分 方程 (1 ) 的 固有 值 , 且 
严 三 首开 一 (5 十 log 2 了 2( 瑟 ) < 1， 
那 末 有 穷 组 (43) 必 有 一 意 解 z#, 且 
xz 一 7 一 Of{loga[ 玉 ( 五 ) 十 (7)])2 〈44) 
附注 : 
上 面 三 例 中 的 近 仆 方程 [ 序 (39),〈42),，〈43)] 都 是 取 (30) 的 形式 ,人工 没 有 用 到 更 一 般 
的 近似 方程 (31)。 但 从 底下 举 的 例子 中 则 可 看 出 , 在 上 述 一 般 图 式 中 考虑 更 一 般 的 近似 
方程 (31) 是 必要 的 . 
再 着 察 积分 方程 (1): 


xz(9) 一 ) | .Ge, 方 xDaz = y(9)， 
现在 取 X = Y = CG， 
GCx 一 X;， TYx 一 | 嫩 (s，z) xz) dt 


我 们 欲 将 〈1) 的 解 用 三 角 多 项 式 来 逼近 ， 即 取 绎 为 2 一 1 阶 三 角 多 项 式 zi)， 写 满足 
户 ( 磊 ) 一 (1 和 入 0) 其 中 过 一 (El， “3 芽 取 束 王 了 = mm 


现在 验证 条 件 (VD 与 (V)。 由 于 存在 |, Ge, 六 xDax = (ca(9) ,使 
lrx 一 zl 入 防 (Dll exX， 


因此 条 件 (VD 满 足 , 其 中 心 = 玉 (D)， 
条 件 (V) 也 满足 . 事实 上 ,存在 一 个 三 角 多 项 式 


Cemrmrrnnmmnnn is 





1) [1 中 “(43) 的 解 对 (1) 的 解 的 近似 程度 ” 力 是 O flog*z [BE2 (M) 十 Bo (7)]}， 即 不 如 估 式 (44) 精 确 。 
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pt) 一 (rzo)(Cz)， 


使 
ly 一 rzoll 和 Bo(y)， 


郎 0 王 也 (7)。 


取 
Gy 一 [y(z) ， 2 ?(t) ] 


显然 |c|l| < 1， 又 ， 按 的 定义 有 arz 王 z。 故 (ar) 寺 一 T,D 和 并且 


llrl < log2> 十 4. 
取 


去 = 荆 4aGe， ok | cc 二 一 (6 和) EX， 


K=1 





其 中 必 = 全 一 ， 妈 一 二 〈1 志 4 入 力 ， 于 是 不 难得 出 [全 (rz)(D) 一 MD]: 
| 区 一 acTrzl| 三 Te 人 rz) 一 acT(rz)|| 王 
有 |. 有 (六 ADd| < 2 三 (FDIralze 


太 二 1 


序 条 件 (VID 满 足 , 其 中 = 2En (万 ). 
这 时 近似 方程 (31) 化 为 有 准 组 


人 一 人 > 和 大刀 (二 ,不 ) 人 一 y() (1 秋 i 入 2 (45) 


一 1 


= 008 





于 是 ,由 定理 3 得 : 
如 果 不 是 积分 方程 (1) 的 固有 值 , 且 ? 
严 一 21 开 一 22 (ME (ED) 十 M 瑟 (G))》< 1， 
那 末 有 岑 组 (45) 必 有 一 意 解 三 
lx* 一 rzx|| 一 Oftlogz[ 了 (BE) 十 肪 (CG) 十 Bo(y)])}. 


II. 在 内 积 空间 的 情形 


仍 考 察 方程 (29): 
Kx 一 CGx 一 人 TY 一 yy。 
但 届 Y 为 内 积 空间 ?”, 和 代 具 有 和 线性 无 关 的 基 (Gek}) (eskEDe,& 三 1,2,…')。 工 届 芭 与 
Y 都 是 ” 维 空间 。 这 时 上 壕 一 般 图 式 可 以 简化 ， 部 过 代 方程 (37) 可 以 直接 列 出 来 
我 们 欲 将 (29) 的 解 用 {ek} 中 的 元 的 有 穷 线 性 组 合 来 逼近 , 即 取 


7X 一 。 Ek cek,Z 一 (El， EN) EX 


KR 一 1 


(于 是 Grz 乃 是 形 如 六 6 Geu 的 元 素 ) 


太 三 1 


现在 验证 条 件 (VD) 与 (V)。 变 了 为 全 连续 算 子 ,于 是 ,存在 6l,，:…，6, 使 





1) I 表示 中 的 不 变 算 子 . 
2) 这 里 利用 $ 1, 注 6 中 的 类 果 。 
3) 即 Y 不 必 是 完备 的 Hilbert 空间 ， 
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7x 一 Crzll = 17x 一 之 6 Gekl 委 AlzlxeEX. 


k=1 


因此 条 件 (VD) 满 足 , 其 中 mm 一 0( 当 2 一 o). 
条 件 (V) 也 满足 事实 上 ,存在 wa， …，ca， 使 


ly 一 Grzll=ly 一 之 wk Gekll 和 0， 


太 三 1 
其 中 0 一 0 ( 当 2” 一 o). 


要 [(y， Gel) ， (y， Ge。) ]. 


GOGTY 一 1 Ek(Gex ， co) | cc。 一 0 一 万 一 (El ， 人 E。,) 一 0 


太一 1 


故 存 在 (cGr) 一 ， 注意 到 Gr(cGr)-!ay = > 6k Gex 满足 
k1 


G[Gr(CcGr)- cy] 一 ay， 


这 


Z,， 6x(Gek， Ge) = (y，Gei) (1 委 i 委 轨 )， 
k 二 1 


于 是 cr (cGr) 一 ay|| = 














Gek| 入 Il, 或 
K=1 


cr(ccr) 一 cl| < 1 
取 了 = caTr。 于 是 条 件 (VID 中 的 > = 0。 而 近似 方程 (31) 成 为 有 穷 组 
之 6k(Kekt，Gei) 一 (y，Gei) (1 委 ; 入 2)， (46) 
于 是 ,由 定理 3 得 : 
屋 了 是 全 束 秆 算 子 ,并 避 
|zl < olKzxzl, x6e De， 
卉 且 
产 一 2p| 人 Am。 < 1， 
刘 末 有 穷 组 (46) 餐 有 一 意 解 太 , 且 rzx( 按 和 中 的 范 数 ) 收 伍 于 (29) 的 解 闪 , 收 伍 的 速率 为 
xs 一 Tz| 一 OfLo。 十 0) 
附注 : 
上 述 方 法 在 偏 微分 方程 (椭圆 型 ) 中 的 某 些 实现 ,在 C. 工 _MHxma 的 书 辐 中 有 群 租 的 
研究 . 
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花 素 数 的 最 小 正 原 根 * 


本 
(中 国 科学 院 数学 研究 所 ) 
$ 1. 5| 言 


命 少 表示 素数 *#，g() 表示 模 娟 的 最 小 正 原 根 ，mw(z) 表示 2 的 互 异 的 素 因 子 的 个 
数 ， 记 xz(bp 一 1) = m。 开 .MBaaorpanaoBDm 首先 证 明了 : 
g(p) < 2m 罗 log 妨 (1) 
其 后 ， 他 自己 四 将 (1) 改进 为 g(p) < 2” 所 log log bp， 华罗庚 四 得 到 g(p) < 2”"+L V ， 
P. Erdasig 得 到 | g(p) 王 O ( 丰 1og2 p) ，P. Erdas 与 H. N. ShapiroD] 得 到 g(p) 一 O(mep) ， 
此 处 < 是 一 个 移 对 正常 数 ， 
关于 g( 四 ) 下 界 的 估计 , P. Turint 证 明了 : 





g(p) 一 Q@ (log z). (2) 
此 外 ,在 假定 了 广义 Riemann 猜测 之 下 , Ankenyr] 证 明了 : 
g(P) 一 O (2m1og 记 log (271og 为))。 (3) 
向 手记 to 二 二 ( log 2z ) ,所 以 (2) 与 (3) 就 无 因 大 阶 来 说 ,似乎 还 有 一 定 的 距离 ， 
log log 3z 


本 妇 的 宗旨 在 于 起 明 作 者 在 [8] 内 宣布 的 两 个 结果 (分 别 改善 了 (1) 与 (37): 


定理 1， 对 于 任何 s > 0， 
g(p) 一 O(b#+e) ， (4) 


此 处 与 “0” 有 关 的 常数 仅 与 有 关 . 
注意 , 现在 主 阶 一， 已 经 改进 成 为 和 闪 


定理 2， 在 广义 Riemann 猜测 之 下 ， 


g(p) 一 O (Clog )， (57) 
由 于 w(n) = 0 Cs ). 改 (2) 与 (5) 的 阶 已 元 很 相近 了 ,让 们 之 间 的 差别 只 在 于 logt 
的 方 次 问题 . 
作者 对 华罗庚 教授 的 指导 与 帮助 , 致 以 最 圳 心 的 契 谢 . 
8$2. 特 征 和 
本 节 的 目的 在 于 证 明 : 





凡 1959 年 5 月 4 日 收 到 ， 
4 本 鼠 中 以 力 ，9) 户 i， 加 ， 麦 示 示 数 ,不 一 一 属 明 。 
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定理 A. 命 $ 是 不 超过 二 的 一 个 正 数 , 旭 当 p > P(6) 及 妃 > bt 时 ,对 任何 整 
数 W, 此 有 








N 十 
> X(z) < 林 一 (6) 
# 二 人 二 1 
此 处 了 一 二 ， 而 X 为 模 疡 的 非 主 特 征 。 
定理 A 的 证 明 依 顿 于 以 下 族 引 . 


引 1. 命 [b] 为 祖 个 元 素 的 体 , 命 请 (*)，. …，, 户 (x) 为 Lp] 上 的 正则 *, 饶 约 , 且 两 两 互 
异 的 多 项 式 , 其 次 数 分 别 是 护 ,，…… ,名 。 命 开 一 下 十 … 和 十 有 双 命 改 Xi 是 [5] 
上 的 非 主 特征 ， 则 

| 三 Xi (jc) (Cs)| 和 (天 一 1)V， 
此 处 x* 过 模 捐 的 一 个 完全 剩余 系 ， 
臣 明 见 A，Weilp] 及 H. Davenportto 
引 2. 命 y” 为 正 整 数 , 1 < 直 << 尹 为 某 个 整数 ， 
命 


Si(x) 一 ZX 十 轨 )， 


划 
之 |ss (xz)| 上 2 < (2r)7 ppr 十 27 AM 12r. 


证 . 若 X(") 为 模 记 的 4 > 计 次 特征 , 则 
三 lsl>=- . 们 立 .. . 立 之 X(C(x 十 zi)… “十 mo 十 同 7 信 让 mr))。 


1171 一 1 7117 一 ] X1 一 1 7j==1 


将 {ozi; zz 1 1 (1 和 受 Mi 委 11 秋 和 委 81 乏 ; 秋 >) 分 成 两 类 6 及 6， 

SG 包含 那些 (zol …，zr 2 Mr 满足 : 2 一 oj 0 二 7Mj) 其 余 则 和 , 装 72j 
4 十 1 委 加 8g 委 站 而 人 oair) 及 { 人 ji 727) 中 每 个 数 重复 的 次 数 都 是 2 
的 倍数 ,此 处 (2 …，zP) 及 (说 7) 都 是 (1,， .rz) 的 排 烈 ， 其 余 的 都 属于 6, 




















SG: 的 元 素 的 个 数 不 超 过 
， 1 和 
袜 az 人 Cj > + 或 
3 二 1 二 1 [一 “] -1,. +pt=[ 一 二 ] 
1>0 
站 [一 : 2 [一 “]+1 2 
< 内 放 部 天 3 人 
*=1 fr=1 z=1 和 
9 [一 “]+ 2 有 Si 
车 ， = ) 一 4 拉 袜 天 大 ] < (27)7 罗 ， 
了 一 1 2 3 一 1 
2 





” 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 称 为 正则 多 项 式 。 
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用 最 简单 的 估计 , 可 知 6 的 元 素 的 个 数 不 超 过 巡 . 


由 
之 1Ss(s)j 一 六 Xe 十 oo) (xx 十 z2))ZCCx 十 症 )(Cx 十 mr)) 十 
全 1  % 
二 > XCx 二 om) ……(x 十 mr))XCCx 十 加 0) (xz 十 mr)) = 二: 十 工 :. 
人 2  % 
显然 可 得 
| 二:| < (2r)7 pp 入。 

- 

| 己 :| =| 冯 久 XCG 十 op) (xs 十 zj)5) 宛 ((x 十 闸 ) 磊 .…(x 十 zf) 大 ) |， 

全 3 YX% 

此 处 1 委 1<d1 和 大 <dZo 挟 2 (1 和 委 ) ,1 <A&,1L1 委 1) 有 R 魏 r) 又 当 三 # 


时 zz2， 姜 11t ， N2y 广 11。 
命 炉 = 过 和 过 站 ,和 = 和 和 人， 则 族 Xi 和 ii 和) 十 台 ) 此 非 主 特 
征 , 故 由 引 1 可 知 








| 工 :| ， Xi(Cx 十 121) 。 和 .(X 中 112 六 4 天) < 委 
后 2  % 
< jir(27 一 1)WVp < 和 2rWb. 
故 明 所 和 欲 证 ， 
对 于 整数 妃 > 0,94g > 0,z,， N, 确定 区 间 T(g，z: 
六 十 克 一 :区 六 十 妃 十 比 (7) 
4 9 


引 3. 车 集合 @ 表示 含有 2 个 两 两 互 素 的 整数 的 集合 , @ 中 元 素 4 还 闯 足 : 
4 <9g<92，2 太 92< 委 了 
当 和 给 了 p, N, 妃 之 后 ,对 于 每 个 g6@, 有 上 的 集合 T(qg), 此 处 0 委 * 上 <q,TGq) 共 9 一 
个 元 素 , 对 于 所 有 G@ 中 的 4 及 T(z) 中 的 区 间 TGqa, 六) 之 间 没 有 公共 整数 . 
证 明 见 D. A. BurgessD. 
定理 A 的 证 明 : ”由 G. Pdlyat 定理 可 知 , 我 们 可 以 假定 
b+ << 百 < 攻 1 ， (8) 


此 处 6 为 不 超过 去 的 任何 正 数 ， 著 适合 (8) 的 互 及 某 个 整数 N ,有 








人 十 已 
之 X(z)| 
二 入 二 1 
当 p> P(6) 时 ,我 们 将 由 此 导出 一 个 矛盾 . 
对 于 4 < bp， 有 
Nt+H 瑟 4 一 1  N+ 旦 ee 
人 = 王 (2). 
办 王 N+1 一 0 有 =N+1 fr 一 0 ETI(Cd，1) 
外 三 一 上 bomodd ) 
故 得 














4 期 王 ” 元 : 论 素数 的 最 小 正 原 根 





435 





Q 一 1 


二 


一 0 


应 用 引 3, 命 4 是 经 过 区 间 


So (| 沪 泛 


ssET(qd，, 认 








t# 一 5 <g<< 直 
内 所 有 的 素数 ， 记 此 区 间 内 素数 的 个 数 为 0， 则 由 A. 下. Inghamlba 定理 可 知 
9 =r( 的 一 x( 疆 一 所 ) = 垃 症 G1+oGD) 














log 如 
关于 (10) 内 所 有 的 4 求 和 ,得 
人 一 :过 28 
aa rcET(q) szETI(Cq，,i Q 
> 2 一 2602 .2p-#> Ho (p > 已 (5)). 
思 " 22” 
将 上 式 改写 成 为 
之 | 之 X(z)| > 
7 YET 
由 于 


x+ 四 = 三 x+ 并 pn， 


7ET Wr=1 ZEI1 74 二 1 


此 处 |p| 迄 2mm， 双 由 于 T(g， Da 的 个 数 不 超 过 大 0, 故 
袜 袜 |s (Co)| > 9012. 








7 71ET 
本 科 
一 | 已 2 
| 8 思 7 |. 
则 
之 之 134 (| > 


每 个 T(2， z) 中 整数 的 个 数 都 不 超过 3 放 -入 万 ， 故 由 ， 不 等 式 ,得 
之 之 |Ss (z)|> > 疡 -HA (四 DO .32 主刀 )I2r， 


7 12ET 


由 引 3 得 





三 js (9 产 > (让 )ao 必 


叉 由 引 2 得 知 , 当 如 > 忆 时 


和 27 
( ) 如 0p < pp(27r)7 加 十 27 A/ 户 2r。 
122?7 





当 ?> Px(5) > 己 时 , 取 r= | 三 | + 1， 则 


访 Gr 
x>( 蕊 ) >> 力 2 > 了 力 ， 
9z? 


《9) 


〈《10) 


《11) 


《12) 














repr Agerrreavt 


ar pormreereepieete yearigaigm 











(二 Bo <3rW 姓 ， (13) 
122” 


3 一 2 一 2=5 一 2(| 全 | +2) 之 


故 当 户 > Pi(6) > 已 时 ,由 (8),(11) 及 (14) 可 知 (13) 是 不 可 能 的 , 故 得 定理 . 
3 炉 葵 特征 和 


> 一 二 6 一 六 并 9， (14) 


定理 B. 命 X 表示 模 训 的 非 主 特征 , 则 在 广义 Riemann 猜测 之 下 . 
> 4(mz) X (m) < 一 0O(xlog 思 ). (15) 


证 ， 习 知 存在 T。，, 适合 
m <T。 志 力 十 1 (为 整数 ) 


及 
二 (z 十 江 -: 2 = Oqog' PITo| + 1D) 各 人 2)， 
双 在 广义 Riemann 猜测 之 下 , 习 知 
2 
(二 十 iX) = oGoge(lz| + 1D)， 


由 于 当 二 和 5 生 2， | 站 1 时 


FG) 三 O (ce 上 一 )， 
故 当 xm > 0 时 
下 TCD 三 (s,X)d 一 O (= 调 3 ed Wu 


2 二 Im 


全 3 
2 一 ro 工 
及 


喜 | 
2 


| rc 证 闻 D) 王 (zc 土 如-、 zw OPlopp(T | 二 1Deritrel Te 一 


一 of(1) ( 当 六 一 o). 
因此 ,由 Mellin 变换 及 Cauchy 定理 得 


号 二 | TCD) ze (za 一 


妥 二 】 克 Y 2 一 io 


宙 1 井 +ia 和 站 
= 王 =rOO+ 二 rrGO 王 (2w 


一 2 xeT(o) 二 0 (xlogz)， 




















4 期 王 “元 : 论 哟 数 的 最 小 正 原 根 437 





此 处 底 过 工 (*, XY) 所 有 的 非 无 聊 的 雾 点 . 由 于 适合 > 和 YY 一.G(p) 委 2 十 1 的 ZLGX) 
的 零点 个 数 为 DO(log 如 (|z| 十 1))。 故 
ee 
白 有 z)) = 


>， mrT(p) = 0 (za 二 
一 o( 寺 达 ， 2 log 训 (z2 十 D) 一 O( 入 log ) ， 





弛 二 一 0 1 和 TY< 安 1 十 1 


阴 所 和 欲 证 . 
$4. 节 法 


当 (92; 广 :… bp) 一 1 时 ,以 PC9; 详 ,:…， 思 ) 表示 适合 下 面条 件 的 o 之 和 
7 1,，ind 2 寺 0(mod z) (1 委 ;i 和 ,ind 2 三 0(mod 0)*， (16) 
此 处 ao 为 非 负 实数 , 详 < … < 力 为 素数 。 特别 P(T) 表示 适合 
六 思 1,，indz 三 0(mod7) (17) 
的 a* 的 和 ，. 
P(O; 加 …，zbs+l) 为 适合 (16) 的 an 之 和 沽 去 适合 
2 1，ind 2 去 0(mod 访 ) (1 和 ;< 委 5)， (18) 
indz 三 0 (mod 0)，indz 三 0 (mod PH) 
的 ao 之 和 , 将 条 件 


indz 三 0(mod O) 
与 


合 侨 成 为 


ind 2 三 0(mod 记 +H1) 


indz 三 0(mod CO 思 +D。 
故 得 

P(O; 轴 ， jp 一 PCO; 加，j) 一 PCO ps 加， 有 
反复 运用 上 式 , 则 得 


P(O; 科 ,，.……，r) 一 P(O) 一 总 P(O pe; 圈 ，……，ja-1). (19) 


& 一 1 
引进 正 整 数 烈 : 
r 一 10 之 族 之 人 之 关 。 
则 由 (19) 可 知 


P(O; 说 ……，tr)P(O) 一 之 P(Opa) 十 之 之 P(Obabpo3ti be-0，(20) 


a<r G<y al 委 r1L 


连 炉 运用 (20) 式 上 次 ,和 卉 注意 


P(Ozbpa pa … ba pp 加 bp- 委 PCObpa .… pp)。 
故 得 





”对 于 模 尹 的 一 个 原 根 g, 则 习 知 对 于 任何 (2, 户 ) 王 1, 必 有 4 满足 
84 王 %(mod 力 ) . 
一 般 记 a = indg w， 在 此 是 对 于 固定 的 8 而 言 的 , 简 训 为 indw 一 e。 
又 当 (, 2) > 1 时 , 恒 规 定 an = 0. 











-一 


yo- 一 


-- -一 一 -- Ac 一 -一 一- 
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P(O; io) 志 P(O) 一 季 Pobp) 十 和 > P(Opba) 一 | 


a<r Ga<r aer1 


a1K<a 


ai ， 5 .> P(Otape bpi)， 


a<r al<rl Pi<rl ao<r2 有 <r; 
aal>> 有 


车 有 与 下 无 关 的 mm 的 画 数 M 与 W, 使 下 式 成 立 : 
P(T) 一 二 + OCV)， 





此 处 与 O “有关 的 常数 为 契 对 常数 , 则 由 (21),(\22) 得 
也 M 





PCO; 力 ， ea ( 改 > 0)， 
其 中 
六 人 NA 
a<Y za a<yr al<rl za za， 
GdGL 


二 


a<r al<rl Bi<rli as<ra ”有 <r， 思 appa ” 力 Bi 
a>al>…> 有 





RESR1LI+ 之 1+ 之 志 1+… 和 + 之 乙 之 之 … 之 1 芭 


a<r a<r al 和 7rl a<r al<rl Bi 和 rl az 和 ra pB,<r; 
a>al a>ai>…> 有 


了 


<yr 由 (1 二 2 


1=1 
取 ”, rm … ,7 如 G. Riccia 所 示 , 则 得 
引 4. 洲 (22) 成 立 , 则 存在 正常 数 使 


PCO; 圈 ，………， 思 ) 人 有 ( 一 二 十 O (zi)， 
$5. 定理 1 的 证 明 
取 * 一 好 + ( 二 二 二 过， 则 由 定理 4 得 


oo-o 乓 《- 习 
此 处 X 为 模 户 的 非 主 特征 ， 


当 glb 一 1 时 , 记 Xs 为 模 刀 的 4 次 特征 , 则 由 (23) 得 
过 72 0 本 
汪 ， 1 友 7 定 ， 汪 xa( ) 了 宁 o (和 


jindz 三 0(moddg1) 
刘 据 艺 


1 和 YX Xda 


如 届 
[2 
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也 | 9， 忆 人 本 9。 
albp-1 albp 一 1 
4<1log2b 


命 WCz) 表 示 不 超过 * 的 正 原 根 的 个 数 , 则 
No)= 之 1P 1 一 之 2， 1= 工 :一 工 ， 





拓 魏 邯 好 委 世 412 一 1! 玉 委 和 
(ind xz,P)==1 (ind z, Pi)==1 >log2p ind nz=E0(mod dg) 
由 (24) 可 知 
z-o( 忆 悦 +o( 忆 阅 - (二 
alp-1 9 alp-1 太 jog 刀 
人 >log25 e>log2b 
取 


| 1， 若 z 委 x; 
GZzrz 一 

0， 洲 zz > 
由 于 (24), 故 由 引 4 可 知 


>:i>ox 1 ( -二 + o (log'p 六 ) > = (w>>0, 大 > 疡 (se))。 








dl1b 一 1 log log bp 
<log2b 
因此 
NGCx) > 有 - (B> 0,b> P(e)). 
log log pp 
故 得 定理 1. 


$6. 定 理 2 的 证明 
pe 则 





Gu(x) 一 ， We xz 一 一 1 六 4(z)e 之 Xes(z) 一 


1dD1 CZ 二 1 


一 人 并 的 太 十 一 s 4(z) Xs (se 


Xd 录 二 工 


工 
C 


二 
> 


此 处 六 "表示 通过 主 特 征 以 外 的 所 有 次 特征 求 和 ， 故 由 定理 了 得 


Gu(x) 一 二 >， 人 十 O (xlog 记 ). (25) 
习 知 当 YX 之 2 时 ,有 稳 对 正常 数 Cl1》C2 使 
CIX% 一 < 山 (x) < C2X 。 (26) 
Sr 
村 之 ne z 和 cere(ci 十 1)x， (277 


之 4(z)cr < cxcsx， (28)》 
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及 
之 7 志 elclx. (29) 
记 
P 一 “ 芽 ”w，Po J da (cf > 2). 
alb 一 1 dl1b 一 1 


da<ch12 1og 47112 


命 
N(x) = 4(z)c 王 ， 
此 处 通过 模 户 所 有 的 正 原 根 求 和 ,由 定理 也 可 知 


NGCD) 一 到 ho) 二 h(n)e-z 一 室 Gu(x)= 


## 二 1 玫 二 1 Q21|z2 一 1 
(ind zz, 已)=sl (ind wz,Pl)=sl Q>cd12 1og 4712 
=M() 一 六 二 Er(x) 十 OCmxtlogp)， (30) 
尼 处 
M(x) 一 >， 4(z)e >*，(x) 一 汪 ， 4(>)e > (31) 
ga 大 ma 2 了 73 
取 





< -| 4(z)e =， 落 pi 
0， 洲 加 >. 
由 (25) 及 引 4 可 知 


M(Cz) 记 a jj 4 一 到) 鼠 (x) 十 O((ctm)z%1x8logp) (> 0)， 
@1PL 
之 % 巡 (zx) 十 O((cl oz )2991x 寺 log b) (ao >0)， “所 生 和 
log c4 7 


此 处 之 w《〈 及 以 后 的 B, 7Y) 是 稳 对 常数 . 
取 C3 充分 大 ， 由 《27)， 《28)， 429) 得 


0 ce 


人 <<C3X 开 盖 C3X 
0 
开 < 委 C3YX 
取 几 ct(c3) 充分 大 ， 由 (30 )， 《32) 得 
0 3 光一 2ca ca 十 O((cy o2)2991x 寺 log 六 ) 之 





log cf .log 4 cf log 4772 


> 一- 生 +o(Cco)zmslogb) (By> 0). (33) 
log cf ， log 477 
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NG 一 王 4(0)c + 袜 40)co 王 = 工 + 工 . 
NA<C5X ie 47m 好 >C5X je 4 和 
由 (27) 可 知 
过; 委 cze-cslog4m(cslog 4z2 十 1)x。 
取 c = cs (c) 充 分 大 ,由 (33) 得 





二 ; > 盖 二 0((c zz)2z5 xlogp) (7 > 0). 
log cf ， log 4xzp 
取 cs = cs (c) 充 分 大 ,及 
% 一 c6 032% log ? 旋 ， (34) 
则 得 
之 1! > 0. 
妇 
g(b) 委 csilog 47， 
故 得 定理 1， 
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1959 年 12 月 .ACTA MATEHEMATICA SITNICA Dec.，1959 
二 阶 常 微分 方程 棚 的 解 的 全 局 稳定 性 ” 
芒 生 报 
(山东 海洋 学 院 数 学 教研 帮 ) 
$ 1， 预备 知识 叫 
(4) 避 
人 一 Xi(m， za] 二 1, 2，- - - ，m， (1) 
Xi 是 变 元 和 …… xn 的 连 绪 可 微 夯 数 ,在 一 0 < 五 十 (一 7) ， 
Xi(0,.0,--- .0) 一 0 


称 组 〈1) 的 平凡 解 为 全 局 渐 近 稳定 , 若 写 在 李 雅 善 诸 夫 意义 下 符 定 (在 足够 小 的 扰动 下 )， 
且 租 (1) 的 任意 其 他 解 风 (z) 具 性 盾 im 罗 (z) 一 0 公 一 1, 2，-…，zm)。 


(了 3) 我 们 称 画 数 了 (my， xz …… xs) 无穷大 , 车 对 任 和 给 正 数 4 能 找到 足够 大 的 Y 使 在 
和 好 > 时 有 F(x xn) > 4 


fi 一 1 


(C) 本 用 到 的 一 个 定理 作为 引 理 写 出 ; 
引 理 凹 : 对 组 (1) 者 存在 无 穷 大 定 正 画 数 (ma:m,- - -,x) 沿 组 (1) 微 商 全 为 定 负 ， 


才 
则 棚 (1) 的 平凡 解 大 范围 渐 近 稳定 . 
$ 2. 我 们 考虑 二 阶 组 


全 一 下 (z) 十 miC)， 
玫 


2 = 太 (z) 二 pa)， 
CH 


这 里 访 (0) = 0，9i(0) 一 0 大 (xz)，9pi(y) 分 别 在 一 吧 <z<o, 一 oo <y<oo 上 过 
绩 ( 人 三 1,2)。 郁 (2) 的 平凡 解 全 局 稳定 问题 文献 很 少 , 本 广 利 用 上 渡 引 理 , 得 出 一 些 使 
组 (2) 的 平凡 解 全 局 源 近 稳定 的 充分 条 件 . 

定理 1 车 (2) 中 


人 wa >。 地 o， 又 zl 一 e 时 积分 一 oo 


《2) 


人 zcoar<n 8 天 0， 又 jx 了 | 一 0 时 积分 一 一 o， 
9 


并 9pi(7) paz(y) 一 万 (xz) 瑚 (xz) < 0, 当 亚 十 产 夫 0. 
则 (2) 之 平凡 解 全 局 渐 近 稳定 . 
[证 ] 作 





”1959 年 5 月 4 日 收 到 . 
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Fe 力 = 人 wo) 国 一 | Paan 


由 条 件 知 了 (x, y) 是 无 穷 大 定 正 画 数 ， 
沿 (2) 
大 诸 -， 
林 一 pi(y) pz(y) 一 访 (x) 户 (x) << 0， 


妇 定 人 负 , 则 引 理 条 件 满 足 , 定理 证 毕 , 
推论 1， 著 (2) 中 


| .wp 略 <。 六 0， 又 | 一 oo 时 积分 一 一 oo; 


| 户 (x) du >0 xYw 头 0， 双 |x| 一 o 时 积分 一 o， 


忌 访 (x) 万 (xz) 一 Pi(y) pa(y) < 0， 当 妇 十 只 尖 0. 
划 (2) 之 平凡 解 全 局 渐 近 稳定 . 
推论 2， 若 (2) 中 


?》 
人 wo o>。y 关 0， 又 | 一 积分 oo; 


| P(x) dx >>0 xx 夭 0， 双 |x| 一 oo 积分 一 oo; 


双 户 (xz) 廊 (x) 十 pl(y) pa(y) 十 2pi(y) 万 (xz) < 0 和 妇 十 只 尖 0. 
则 (2) 之 平凡 解 全 局 渐 近 稳定 . 
推论 3， 若 (2) 中 


人 .ww <。 ，* 产 0， 又 | 一 oo 时 积分 一 一 oo; 


| jpD ae< 0 xz 关 0， 又 lz| 一 oo 时 积分 -一 o; 


双 态 (x) 户 (x) 十 pi(y) Pa(y) 十 29pi(y) 户 (x) > 0， 
其 (2) 之 平凡 解 全 局 渐 近 稳定 . 

对 以 后 的 定理 也 有 类 似 的 推荐 以 后 不 再 一 一 写 出 . 

定理 2， (2) 中 


| 9pz(y) dy >0 7y 夭 0，|y| 一 oo 时 积分 一 oo ， 


| 请 (x)dxr<0 % 天 0， |x| 一 oo 时 积分 一 一 oo ， 


丑 [2(y)] 一 [万 (x)】 了 十 pa(y) 户 (x) 一 万 (z) pi(y) < 0 和 妇 十 电 尖 0. 
其 (2) 之 平凡 解 全 局 渐 近 稳定 . 
[证 ] 作 


(xy) 一 | pz(y) dy 一 | 方 (x) dx， 


其 余 同 上 . 
定理 3， (2) 中 


让 (x) dr >>0 ww 天 0， |x| 一 oo 积分 一 oo ; 














We ， 
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人 wo) 改 <。 y 涛 0， 加 一 中 积分 一 一 o; 
又 [hCGO 十 让 gl 一 让 ae pi(y) 一 Pi(y) pa(y?) < 0 辽 十 郊 天 0 


则 (2) 之 平凡 解 全 局 汪 近 稳定 . 
定理 4 〈2) 中 


人 琅 (x) dx > 0 %: 庆 0， |x| 一 oo 积分 一 oo ; 


人 wo)w<o y 关 0， |y| 一 o 积分 一 一 oo; 


又 户 (x) 户 (*) 十 万 (xz) Pi(y) 一 户 (x) Pa(y) 一 [pa(y)】 < 0. 
则 (2) 之 平凡 解 全 局 洒 近 稳定 . 
[证 ] 分 别 作 


Ce 人 一 | fa 一 | Co) ao 


FFCx， y) 一 | 亡 (x) dx 一 | 9p2(7) dy。 
同 前 一 样 证 明 , 


参 考 文 献 
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06 yYCTOWMUWMB0OCTWM nPWH 1IO5bIX HAUAJIbHbIX 
B03MyYUJEHWMRX PEUIEHW 丰 CHMCTEMbl IAAByX 
人 M 中 中 EPEHUWMAJbHbIX yYPABHEHWY 忆 





UKaH [IaH-THHP 


(ZaksOpHcKzEE OKeaCHO2DGO5UUECKL LHCPELTTEY1IE) 


PedepaT 


本 aHa CHCTeMa 上 BYX 区 H 中 中 epeHIEaIbPHPIX YpaBHeHH 直 
< 一 pi(y) 十 思 (z)， 
dt (17 


2 = pz(y) 十 户 (z)， 
dt 


rne 廊 (x)，pi(y) 一 HemepepPIBHBIe HIH 中 epeHUHpyeHPIe，yXOBJIeTBOpHIOIIHe yCJIOBHRM 
fj(0) 一 pi(0) 一 0 翁 一 1，2). 
TeopeMa 工 . (1) HomqHHeH3a yCJIOBHHM 


y 加 y 
六 人 woD 思 >0 y 关 0，ems korma | 一 oo， pa 一 ol 


这 ) | P(x) az<0 YY 尖 0， ee KOrnra |x| 一 oo， | 记 (xJdx 一 一 oo; 
9 
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证 ) pi(y) pz(y) 一 态 (x) 户 (zx) < 0， Korma 和 十 交 庆 0 
To, TaM (1)，Frme acHMHTOTHJeCcK3a9 qdCTO 站 dgHBOCTP B IeJIOM TpPHBHaJPHOTO peIieHH9 


0， 》 0. 
TeopeMa JI (1 ) HoOnqHHeHa YCJIOBHRM 


i) | 户 (x)Jdry>0 xx 夫 0，eme KoOrnra |x| 一 oo， 亡 (x)] dx 一 oo ; 
0 


y 本 y 
间作) 入 <0 y 关 0，emg korma | 一 oo， | wa 一 一 ai 
证 ) 态 (x) 户 (x) 一 Pi(y) Pay) < 0， 和 十 多 庆 0， 
To，TaM (1), rnme 3CHMITOTH9qeCcKag ycToE9qHBOCTP B HeJIOM TpHBHaJIbHOTO peUleHHJ 
YX 一 0，?7 王 10. 


TeopeMa III。 (1) nomqHHeHa yCJIOBHIM 


y 4 y 
人 wz) 加 > y 关 0，ems xorma | 上 | 一 oo， mo) 一 ai 


i) 人. 请 (x)dr<0 wx 和 0，em8 KoOrma |x| 一 oo， 人- 六 (xz) dx 一 一 oo; 

证) 9pz(y7) 《pz(y) 十 万 (xz)) 一 万 (xz)CPpiCy) 十 为 (xz)) <0， 和 十 多 夫 0. 

To，TaM 〈1 ) ，re 3aCHMIITOTHqeCK3a9 yCTO 亲 qHBOCTP B HeJIOM TPHBHaJIpPHOTO peIUeHH 
XY 一 0，7y 一 0. 


TeopeMa 1V. (1) nomdqHHeHa yCcJIOBHIM 


i | 户 (x)dr>>0 xx 夫 0，eme KOrIa |x| 一 oo ， 人 请 (x) dx 一 oo; 
0 


? ， ?3 
间作 wa<o y 夫 0，emg korra | 一 oo | wa 一 一 oa; 
证) 户 (x)CPi(y) 十 万 (x)) 一 pi(y)(CP:(y) 士 刀 (x)) <0， 光 十 大 寺 0，. 
To，TaM (1 ) ,rme acHMIITOTHqecKa8g ycToEqdHBOCTP B IeJIOM TpHBHaJDPHOTO peIIeHHJ 
2 


TeopeMa V. (1) HomqHHeHa yCJIOBHRM 


i) | 户 (x)dxyy>>0 多 于 10， eIUIG KOTFTKX3a zl 一 o， | 户 (x) dx 一 oo; 
0 0 


? 和 y》 
这 ) | 9pa(y) dy <0 7y 头 0，em6 Kora |y| 一 o， 人 9paz(y) dy 一 一 oo; 
证 ) 户 (z)(CF(x) 十 pi(y)) 一 pa(y)(CPGx) 十 Pa(y))<0， 和 十 玫 夫 0 
To，YTaM (1) ,rme acHMIITOTHqeCcKag ycCTOo#qHBOCTP B IEeJIOM TpPHBH3aJPHOFO peIIeHHJ 
% 一 0， 7 一 0. 
斑 3 TeopeMEI 亚 ,， 芝 ，V DomydqaeTc eIIE TpH TeX ke TeopHM. Ho 3rmecb 6ymeT 


He HaIHCaHO. 
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关于 高 锥 射影 空间 共 垢 网 论 的 研究 (I)” 
苏 步 青 


《复旦 大 学 及 中 国 科学 院 上 海 数 学 研究 所 ) 


1. 5| 言 


近年 来 , 嘉 当 的 外 形式 法 彼 应 用 到 几何 学 的 各 分 支 里 ,起 着 相当 大 的 作用 ，。 特 别 地 要 
提起 , 苏联 几何 学 家 菲 尼 可 夫 " 运用 这 个 有 效 的 方法 , 在 普通 空间 线 汇 其 中 作出 了 系 久 
的 研究 。 对 高 维 射 影 空 间 线 汇 草 的 应 用 仅仅 是 开始 的 阶段 捷 赫 中 讨论 了 普通 和 高 维 射 
影 空间 线 汇 的 可 展 变换 和 射影 变形 之 后 , 希 伟 茨 包 进一步 发 展 后 面 的 问题 卉 做 出 总 辕 吕 

”本 丸 的 目的 在 于 运用 外 形式 法 来 研究 > 维 射 影 空间 S。 的 共 琶 网 葵 。 能 全 治 吧 信和 经 作 
出 这 方面 的 一 般 理 花 ,而且 在 他 所 证 明 的 几 个 定理 中 有 这 样 一 个 : 屋 N: 是 S* 的 共 地 网 而 
且 关 是 任何 固定 超 平面 , 那 末 r 与 Nz 在 其 任 一 点 * 的 二 切线 的 交点 M 和 对 在 r 上 各 画 
共 琶 网 Ww 和 Ng 卉 互 为 拉 普 拉 斯 变换 . 柏 尔 巴 拓 广 了 这 定理 并 输出 了 放 的 简单 证 明 
从 这 看 来 ,能 全 治 所 采用 的 方法 确实 有 一 些 缺 点 。 可 是 另 一 方面 ,利用 柏 尔 或 著者 外 的 方 
法 企图 简洁 地 导出 能 全 治 的 第 二 和 结果 , 才 不 是 容易 的 事情 。 这 表明 了 进一步 改善 讨 其 方 
法 有 写 的 必要 . 

在 本 女 里 ,著者 选取 活动 标 形 使 射影 共 变 地 联系 一 个 共 二 网 ,人 工 运 用 外 微分 形式 葵 来 
处 理 共 王 网 的 基本 方程 组 和 写 的 可 积分 条 件 。 从 此 很 迅速 地 证 明 , 一 个 具有 能 全 治 、 柏 尔 
型 的 普 源 定理 和 存在 定理 。 这样 ,我 们 不 仅 大 大 地 扩充 了 柏 尔 的 结果 ,而 且 还 把 能 全 治 的 
第 二 和 结果 作为 一 个 特殊 情况 包括 进来 。 此 外 ， 我 们 还 把 一 个 线 汇 与 一 个 共 琶 网 的 共 二 概 
念 和 调和 概念 扩充 到 高 维 空间 里 , 


2. 共 瑟 克 的 附属 方程 


假 届 在 ” 维 射 影 空 间 S。 里 (> 3) 点 4 画 成 一 个 共 琶 网 (xs，o), 它 的 沿 x 方向 的 拉 
普 拉 斯 变换 是 4 4 ……，42p 而 且 治 2 方向 的 是 4，45，……，4op+l  …… 。 如 果 这 
个 拉 普 拉 斯 叙 列 不 中 断 \ 不 退缩 而 且 具 有 一 般 位 置 , 那 末 我 们 可 以 选取 其 中 一 部 分 , 例如 
di 4 4 4 4 4 46 作为 活动 标 形 的 顶点 而 其 他 顶点 〈 仍 记 作 水 ) 的 渤 择 只 须 满 足 
4i， 4 …，4don+l 是 线性 无 关 的 条 件 就 够 了 , 且 从 而 获得 
d4 一 wild 十 aowzd2 十 wild43， 


d42 一 pold 十 oz42 十 oz 4， 

dl4; 一 Do 4 十 o5a 4 十 aiol45， 《1) 
44; 一 04 OO1 -4 十 o44 44; 十 Da wo， .44， 

dd4; 一 P4 2 -43 十 055 di5 十 ai ol d1， 





地 1959 年 10 月 7 日 收 到 ， 
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7 十 1 
44 一 之 ou (& 一 6 2 十 1)， 
=1 
式 中 已 时 
013 一 (01， 24 一 2 (2) 
很 明显 ， 
ol 一 0， wo 一 0 (3) 
表示 共 琵 网 妇 的 二 系 网 曲线 x 和 w， 所 以 不 妨 假定 
ol 一 do，w) 一 dz (4) 
所 论 的 共 二 网 决定 于 下 列 方 程 : 
ol 一 0，do5 一 0， ol 一 0， wow 一 0， ， 
o023 一 0， os 一 0，owx6 一 0， oz 一 0， 
oO 一 0， wo 一 0，owy 一 0， 
oO 一 0，o 一 0，w 一 0， 》 (5) 
dl 一 0， dow 一 0， wx 一 0， 
oO 盖 0， oz 一 0，o 一 0，ofi 一 0， wo 一 0 
(一 8;,'… 12 十 1) 
和 


1 一 6102 oO 一 Do oO3il 一 Do 2， 
035 一 03 1 it 一 04401046 一 D3 2， (6 ) 
053 一 0 57 一 G4 1 ， 


另外 ;这些 法 甫 形式 oj 必须 福 足 组 终 方 程 


池 十 1 


[do;] = >，[wrxk out] . 《7) 
k=1 
从 (2),(4) 和 (7) 容 易 导 出 
[ol 一 oa, ol] 一 0， [oz2 一 ol oz] 一 0. (8) 


同样 ,把 (5) 和 (6) 的 一 些 关 系 代 进 (7), 双 可 得 出 一 系列 方程 ,例如 
[aaei 十 ca(2oz 一 ol 一 ok)，wz] 一 0， 
[Z22 十 (ol 十 oz 一 o3 一 ot)，owz] 一 0， 
[4Z(os5a 一 ol)] 一 (clip 十 ap 一 222) [w wz] ， 
[Z(oz 一 oiz)] 一 (2cl 2 一刀 一 at)[wolowz]. 


3. 柏 尔 的 定理 和 第 一 拓 广 


现在 假定 2” 4 工 在 网 (4) 的 二 切线 4 4 和 4 如 各 取 一 点 X 和 Y; 那 末 我 们 有 
入 一 Ad 一 44， | 
Y 一 27.-41 人 -2， 


《9) 


《10) 


其 中 几 和 ?> 都 是 和 y* 的 夯 数 . 
如 果 曲 面 (X) 在 点 和 的 切 平面 通过 点 Y 而 且 曲 面 (Y) 在 y 的 切 平面 通过 X， 那 末 一 定 
存在 方向 di 和 22， 以 及 一 些 法 甫 形式 qw (01， az 和 瑟 , , 酝 2， 使 下 烈 方 程 成 立 : 











aapgayg sara 一 下 mm- 人 eem 
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diX 一 GOIX 十 0Y， ] (11) 
dX 一 机 X 十 5 Y。 
从 附属 方程 (1) 改 写 (11); 的 左边 而 且 用 oz 表示 wz 对 应 于 方向 心 的 法 甫 形式 ;演算 
的 结果 如 下 : 
矿 几 十 Hol 一 2o 一 Wi 关 十 wz7， 


ZI1 02 一 一 2， 
玫 一 
AcOl 一 33 一 一 01) 
4 一 0. 


假使 cs = 0, 那 末 从 (1); 看 出 ， (43) 将 退缩 成 为 一 条 曲线 而 和 原 假 定 不 符 。 所 以 最 
后 方程 化 为 ol 一 0， 孢 是 六 ， 路 必须 是 方向 太 。 且 从 而 


0 一 3， 0 一 一 al jz; 
必 本 HA(ow33 一 ou) 十 《22 一 ai AD )w2z。 〈12) 
同样 ,从 (11): 导出 : 忆 必须 是 方向 > (oa = 0)， 二 法 甫 形式 王 , 到 是 
本 一 一 2ol， 本 一 oz2， 
式 中 oz 表示 ii 对 应 于 方向 ” 的 法 甫 形式 .另外 ， 
d2D 一 2(o2 一 oll) 十 《pb1 一 P)wl， 《13) 


这 样 一 来 ,证 明了 柏 尔 的 定理 : 
汪汪 光 妇 2 -二 勾 汪 上 各 有 这 村 的 点 X 和 Y，, 曲面 \X) 在 X 的 切 


斯 变换 . 
其 次 ,我 们 要 进一步 扩充 这 定理 。 为 此 , 考察 二 共 地 网 (如 ) 和 (4) 井 在 各 网 的 切 平面 
上 取 点 和 和 了: 
及 一 Ad 十 274 一 4， ] (14) 
Y 一 Gd 十 742 一 -44， 
式 中 np, >, az 都 是 xy 的 画 数 ， 同 前 述 一 样 地 ,假定 曲面 (X) 在 点 和 的 切 平面 通过 点 Y 
而 且 曲 面 (Y) 在 Y 的 切 平面 通过 X, 那 末 必 有 方向 , 和 和 一 些 法 甫 形式 @, @2; 可 ,本 :使 
得 (11) 成 立 , 即 
7 人 本 十 2 昌林 】 (15) 
d2Y 一 wIX 十 山 Y 
把 (14) 代 到 (15) 的 两 边 ， 按 照 附属 方 程 (1) 演算 写 的 左边 划 比较 两 边 的 系数; 由 于 
aa po27 拓 0( 否 则 , 所 其 的 拉 普 拉 斯 叙 列 要 退缩 , 或 者 所 研究 的 情况 归 辐 到 柏 尔 的 定理 )， 
方向 四 和 4 必须 是 zx 和 >”, 而 且 
必 ; 一 (7T 一 al)oz 十 oz 0 一 2， 
5 一 o44， 全 一 二 
2 


同时 ,我 们 有 
〈16) 


4 一 Aoz 一 ol) 十 人 ac 一 2D 十 Ar 一 cp)jo， | 
dp 一 DCoz 一 wo3) 十 DT 一 CD)o2z; 
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ca 一 Ga(ot 一 ol 十 (于 ie or )w， 
8 (17) 
loT 一 To 一 oz2) 十 (x 站 二 )o， 
式 中 wo 和 oz 的 意义 如 前 所 述 ， 
这 样 一 来 ,我 们 获得 了 柏 尔 定 理 的 第 一 拓 三 : 
人 X 和 Y， 


这 拓 ) -定理 外 指 衣 全 治 的 第 二 定理 作为 一 个 特殊 情况 事实 上 ， 玻 S$,-: 是 固定 的 
2 一 2 维 空间 工 且 X 和 YY 顺 次 是 这 S*.-: 与 二 切 平面 [4; 4 4] 和 [4 4 44] 的 交点 。 由 
于 x 曲线 是 (4 的 网 曲线 , 沿 写 移动 切 平面 [4; 4 42] 的 时 候 , 这 切 平面 和 其 邻近 平面 决 
定 三 维 空间 $: [4 4 4 44] , 所 以 点 和 的 移动 方向 是 沿 着 这 $;: 与 S-: 的 交 线 (XYJ) 的 ， 从 
而 曲面 (X) 在 和 的 切 平面 通过 Y. 同样 , 曲面 (Y) 在 Y 的 切 平面 通过 X. 因此 ,我 们 断定 点 
X 画 成 共 轰 网 , 朗 能 全 治 的 第 二 定理 。 如 上 所 述 ,不 仅 证 明了 这 个 特殊 情况 而 且 还 补充 了 
写 的 内 容 ， 


4. 一 般 秆 理 


我 们 转 到 更 普 逼 的 情况 ， 慨 x > 28& > 4，, 我 们 还 可 愁 和 续 特殊 化 参考 的 活动 标 形 ， 就 
是 选取 (40) 的 沿 x 方向 的 逐次 拉 普 拉 斯 变换 网 作为 标 形 的 顶点 4a，44，'…，42ktz， 从 而 
附属 方程 1) 的 一 部 分 采取 下 列 形 式 : 

44x 一 c2p-2 WO1 42p-2 十 25,26425 十 D2p+2 (2 :426+2 〈! 8) 
(4 一 3;，…) KR 十 1). 

考察 两 个 十 工 蕉 空间 SAk+1: [ 43 4 4 4 … 42k] 和 Sk+l: [4 4 4446…' 42k+z] ; 
很 明显 ,网 (4;) 的 x 曲线 在 4 的 & 十 工 蕉 密切 空间 是 Sk+t 而 且 网 (4) 的 zx 曲线 在 4 的 
& 十 1 维 密切 空间 是 Sx4i. 在 Sx+t: 和 Sx+l 内 顺 次 选取 这 样 的 点 X 和 Y, 曲面 (X) 在 和 的 
切 平 面 通 过 Y 工 且 曲 面 (Y) 在 Y 的 切 平面 通过 X. 那 末 我 们 有 


入 一 Ap4di 十 724 十 和 记 4 如 十 应 4 十 十 Ak-l42k-z 一 4k， | (19) 
Y 一 Gd4i 十 力 4 十 ?4 十 … :十 哆 4 一 dkH2) 
和 工 且 有 两 个 方向 和 ,以 及 法 甫 形式 @i, 0 和 桓 , 本 ,使 得 
diX 一 0OIX 十 人 YY 
1 区 》 | (20) 
加 >Y 一 wiiX 十 YY 


同 前 节 所 述 完 全 一 样 ,从 (1),， (18) 一 (20) 容 易 导出 : 4 和 帮 必 须 是 z& 方 癌 (ol 一 0) 
和 2 方向 (w: 0)， 


严 

人 1 一 (22kHa UK 一 OK Ak-1)w2 十 CD2K,2K ) 
2， 一 D2k+2 (2 

(21) 
本 2 G Ce 7 

二 如 (1， 山 z 一 中 2K 二 2,2K 十 2 


Segaeeeereerrw 、[Peememmemerr 


而 且 
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丰产 一 Po 一 oll) 十 {a 一 27 十 有 Cp2kHazzpk 一 DakAk-i)) wz， ， 
路 > 一 7 《pk 一 oa 十 《pzk+Hz 2 一 DMK Ak-1) wz}， 

矶 库 一 证 (wzkak 一 oz2) 十 《mi pakt+z 一 aa 户 十 Ja(Cp2kHz2k 一 ak PK-1) 2， 
机 记 一 几 (oz 一 oo4) 十 { pok+2 一 Ai 十 ja(b2kHz pk 一 ak Ak-1) ) wz， ” 《22) 





di KKk-1 一 Aik-ICw2k ,2 OK 2,2K-2) 十 {Dk-1B2k+: 一 MK-2D2Xk-2 十 


十 pk-1iC22kH2DOK 一 Do2k PK-1) } oz; 


FF 天 天 C 
d2G 一 G (o 2K 十 2,2k 十 2 一 will) 中 ( 怒 on) CD1 ， 


FF 天 1 
人 二 (ow 2K 十 2,2K+2 一 22) 中 ( 姑 om) CD] 


/7 177 (7 
dd 772 一 ?72 (w 2K 十 2,2K 十 2 一 44) 十 (此 ea nj 01) 


《23) 


站 


CT 
d2 2A-1 二 六 -1 (o ; 2K 十 2,2X& 十 2 一 CD -2， 2Xk-2) 中 (es oucx-a】 CD)1 





FF FF CG 
2 SR (wo 2X 十 2,2K 十 2 一 虽 2) 呆 (ww 和 二 ) (01 ， 


式 中 co 和 四 介 的 意义 如 前 所 壕 . 
这 样 ,我 们 获得 了 一 般 定理 : 
全 二 二 有 1 人 二 二 汪汪 人 CD) 的 对 应 


特别 当 点 X 和 YY 是 本 和 Sx 与 一 个 固定 空间 S。-* 的 交点 时 ,我 们 得 到 下 列 推 葵 : 
下 和 素 衣 让 和 Sx 与 一 个 固定 的 # 一 不 蕉 空间 S*-* 相 


0 


在 前 两 节 里 所 讨论 的 问题 都 是 在 那些 点 X 和 Y 存 在 的 假 屋 下 进行 分 析 的 ， 剩 下 来 的 
自然 是 存在 定理 的 建立 问题 . 
首先 考察 柏 尔 的 定理 ,要 证明 由 (10) 决 定 的 X 和 Y 的 存在 ,只 须 讨论 二 男 数 六 和 > 的 
微分 方程 (12) 和 (13)。 由 于 我 们 可 以 改写 这 些 方 程 为 法 甫 系 和 统 
41 一 ACoa 一 on) 十 《22 一 ai pp) oz 十 ol， | (24) 
dp 一 D(oz 一 ol) 十 (2 一 pp) ol 十 goz， 
其 中 心 和 4 是 新 导入 的 xs, x 的 辅助 画 数 , 作出 这 系 策 的 协 变 方程 卉 按 (9) 改 写 写 们 , 便 获 
得 


《25) 


[ap 十 (az 思 一 Ap 一 222 十 apo)jozy wo 三 0， | 
[Za 中 2(2ai 四 一 和 一 4) wo!1 十 da(Cowll 一 oz 十 pxol) ， oz] 一 0 . 
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0 (25) 的 行列 式 等 于 wk oz 夭 0, 所 以 柏 泵 定理 中 的 共 琶 网 (X) 和 (〈Y) 是 与 一 个 


其 次 ， 辅 到 柏 尔 定理 的 第 _ 拓 广 上 去 ; 这 时 ， 站 不 来 知 国 狼 。 Am, >， 7 满足 条 件 (16) 
和 (17)。 这 就 是 疝 , 写 们 诺 足 下 列 法 甫 系 芒 : 
4 一 An(oz 一 or) 十 ta 一 2D 十 Ar 一 ap)jwz 十 zjrol， 、 
刀 一 (oz 一 os) 十 Dr 一 aip) op 十 Gol， 


da 一 GCowl SR 11) 十 (经 加 or)w 十 X()2 (26) 





dr 一 T(ol 一 oz) 十 (。 一 三 ) w + yo， 


式 中 pp, g,x 和 ?是 四 个 辅助 画 数 ， 

外 导 微 (26) 的 两 边 工 利用 这 些 方 程 本身 , 便 容易 导出 有 关 的 协 变 系统 : 
[zol 十 …' 一 0，[d,owoi] 十 …' 一 0， 
[dx,wo:] 十 …: 一 0，[dy,owz] 十 …' 王 0， | 《27) 

这 里 所 略 去 的 各 项 都 是 已 给 定 了 的 二 阶 外 微分 形式 .很 明显 ,\27) 的 行列 式 是 (woioz) 夭 0， 
也 以 在 第 一 折 广 中 的 共 厚 网 CX) 和 (Y) 是 与 一 个 变数 的 四 个 任 宣 数 有 类 的 

最 后 ， 我 们 运用 上 壕 的 方法 来 讨论 一 般 定理 中 的 存在 问题 . 这 时 ,只 须 由 (22) 和 (23) 
出 发 ,把 它们 改写 为 法 甫 系 入 (S) ,其 中 需要 导入 28 十 2 个 辅助 夯 数 如 ,4; 回 , 思 ， 加 1; 


MyX、，X2z。"" "4%Kk-1， 从 而 所 对 应 的 协 变 系 航 是 


[dp, oj] 十 …' 一 0， [dz, oli] 十 …' 一 0， [Zi wor] 十 …' 王 0，………， 
dpk-ly ol] 十 … 一 0; 
[4px-i w1] (28) 
[Zx ， oz ] 十 …' 一 0， [dy, oz] 十 … 一 0， [dxiy oz] 十 … :一 0，…， 
[dxx-iy oz] 十 … 一 0， 


式 中 所 省 略 的 各 项 都 是 已 输 定 了 的 二 阶 外 人 籁 分 形式 ， 容 易 看 出,(28) 的 行列 式 是 
(ol oz) 儿 和 0， 
且 从 而 证 明了 存在 定理 : 
一 般 定 理 中 的 共 瑟 网 (X) 和 《Y) 是 与 一 个 变数 的 2( 十 1) 个 任意 西数 有 关 的 . 


6. 共 到 克 与 直线 虑 的 广义 共 瑟 和 广义 调和 


设 直 线 汇 TFT 2。 的 光线 上 的 一 点 X 画 成 共 二 网 (ws, v)， 其 中 x(ol = 0) 和 v(oz 三 0) 是 
Ta 的 焦 网 参数 ， 那 末 这 网 X(xw ") 与 线 汇 T4 4 在 普通 意义 之 下 是 共 琶 的 . 人 
X(w, wo) 所属 的 拉 普 拉 斯 叙 烈 .…. ,Xi X,Y, Yi 一定 内 接 于 叙 烈 ,…'4a 4 4 
这 时 , 线 汇 Txx 与 共 瑟 网 (4) 在 普通 意义 之 下 是 调和 的 . 从 共 辑 性 质 导出 调和 性 质 这 个 
事实 可 从 下 述 的 演算 予以 证 明 . 

实际 上 ,如 前 (10) 和 (11) 中 所 述 , 这 时 我 们 有 

X 一 1di 一 da， (29) 
diX 一 WOX 十 0Y， 
dy 一 可 IIX 十 可 YY， | 2 
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式 中 收 和 了 风 分 别 表 示 方 向 由 = 王 0 和 三 0. 
从 (1) 和 (30)1 得 到 
全 了 Y 一 ('.)4 十 ('，)42 十 (GO 一 os)43， (31) 
这 里 和 以 后 ,我 们 把 不 必要 的 系数 (法 甫 形式 ) 记 作 (“… ). 
运用 兄 到 (31) 的 两 边 人 并 利用 (31) 和 (1) ,容易 导出 
人:( 百 ; X 宁 G: Y) 《 )4i 《 和 )42 中 《 e )43 十 as wl (9i wa wa33)-415. 《32) 
可 是 (32) 的 左边 至 多 只 能 是 4i,， 4，43 的 线性 组 合 , 而 且 o wl 夭 0, 所 以 Gi 一 oa = 0， 
从 而 改写 (31)， 
Y 一 ?dl 一 4， (33) 
这 表示 点 Y 在 光线 当 4 上 ,也 就 是 南 : 直 和 线 汇 Txr 与 共 王 网 (4 是 调和 的 . 
以 上 的 方法 直接 可 以 拓 广 . 为 关 明 这 可 能 性 ， 考 察 共 琶 网 (4 在 点 妇 的 切 平面 
[4; 4 刀 ] 和 其 上 一 点 X, 并 假定 这 点 画 成 共 琶 网 (*, o) . 那 末 ,一 定 有 一 点 Y 使 得 


X 一 pdi 十 yd43 一 已 ， 《34) 
diX 一 WIIX 十 woY 
1 和 》 ] (35 
dyY 一 WIIX 十 wY， 


式 中 必 和 吃 的 意义 如 前 . 


从 此 导出 
号 了 Y 一 (')4 十 (')42 十 (JJ44 十 (dy 十 yoas 一 7GD)43， (36) 
Ga( 末 X 十 本 7Y) 一 (.)4 十 (:)4 十 (')43 十 ('，)44 十 } ne 
十 (dy 十 oa 一 2G1) aa ol 45， 
按照 上 述 的 同一 理由 ， 
dp 十 ?osa 一 2 一 0. 
所 以 我 们 有 
Y 一 adi 十 rd2 一 4 (38) 


这 就 是 丽 ,X 的 拉 普 拉 斯 变换 Y 在 平面 [4 4 44] 之 上 。 这 平面 序 是 共 二 网 (4) 的 网 曲 
线 x(ol 一 0) 在 妹 的 密切 平面 . 

一 般 地 ,在 共 地 网 (4) 的 网 曲线 x(ol = 0) 或 v(o2 三 0 的 & 维 密切 空间 Sx 或 Sx 里 
如 有 -点 大 画 成 共 更 网 (x， o), 我 们 定义 七 与 直线 汇 Fw 或 ra 构成 第 不 阶 共 服 , 这 里 
& 之 1. 按 定 义 ,普通 共 一 是 第 1 阶 ;而 且 刚 才 所 讨论 的 情况 恰恰 相当 于 第 2 阶 共 王 . 我 
们 容易 扩充 关于 第 2 阶 共 琶 的 车 果 到 第 和 阶 共 瑟 , 只 须 从 (19) 和 (20) 出 发 ,如 前 进行 演 


算 , 便 可 证 明 下 烈 定理 : 


在 第 2 阶 共 王 的 时 候 ， 已 弛 看 到 让 塘 汇 Ta 的 二 焦 网 的 点 各 在 网 (4 和 44) 在 丸和 
九 的 密切 平面 上 ， 这 事实 引起 我 们 来 定义 直线 汇 Txry 与 共 琵 网 (47 的 第 2 阶 调 和 . 并且 
更 一 般 地 定义 巧 个 的 第 《 阶 调 和 .上 述 定 理 表示 了 ， 从 共 地 网 与 直线 汇 的 第 太 阶 共 琵 概 


念 可 以 导出 写 们 的 第 丰 阶 调 和 性 . 
关于 这 方面 的 详 和 区 研究 ,将 在 另 广发 表 . 
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CONTRIBUTIONS IO ITHE THEORY OF CONJUGATITE NETIS IN 
PROJECIIVE HYPERSPACE (J) 


Su BucHIN 


(Frzj-te2 LNipezsity 3080 4cade1210 Sij2ica) 
ABsTRACT 


The object of the present paper is to develop the theory of conjugate nets in an 
Yz 一 dimensional projective space S$S。by utilizing Cartan s method of exterior forms。 Hsiung 
Chun-Chih has demonstrated that the two tangents at a generic point of a conjugate net 
Nintersect a fixed hyperplane at two points which describe in turn two conjugate mets 
and stand for Laplace transforms to each other. A generalized theorem with a simple 
proof has been obtained by P. O. Bell，but there is no improvement concerning the second 
theorem of Hsiung: The point of intersection of the tangent plane at a generic point of 
N。 with any fixed subspace Sa of 2 一 2 dimensions describes a conjugate net in SS。). 

In the present paper we merely consider the' general case where the associate Laplace 
Sequence of the conjugate net Nx is neither periodic nor degenerate，so_ that a moving 
frame {4d 4 41} can be attached to a generic point 如 of the net Ne(4)，such 
that .……，4，43,，41，42，44，''…… constitute the Laplace sequence。 Suppose that ?2 之 28 之 4， 
and Sx and Sx denote the K-dimensional osculating spaces of the corresponding net curves 
at da and 4 respectively。 If we take two points X and Y respectively，in SA and Sx 
in such a way that the tangent plane of the surface (X) [(Y)] at X [Y] passes through 
Y [X]，then X and Y mnust describe two conjugate nets which are Laplace transforms 
to each other，and the determination of such points X and Y depends upon 28 arbitrary 
functions of one argument. 


The above result not only furnishes a_ natural generalization of Bell's theorem，bnut 
also contains a special case where X and Y are respectively the points of intersection of 
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Sk and Sx with any fixed space S。k of 2 一 有 dimensions。 Obviously，even this parti- 
cular case may be seen as an extension of the second theorem of .Hsiung. Moreover，the 
last part of our theorem also gives a generalization of a former result of the present 
author，namely，when 及 一 1，the determination of Levy _ transforms of a conjugate net 
depends upon two arbitrary functions of one argument. 

The above consideration leads us to generalize the notion of the conjugate as well as 
harmonic relation between a conjugate net and a rectilinear congruence。 If we take a 
point X in the osculating space Sx，for example，of the curve xz at the point 43，such 
that X describes a conjugate net X(Cx,， zw)，then the net X(zx, o) is said to be conjugate 
of the & th species to the congruence 了 44.。 According to _ this definition the ordinary 
conjugate rejlation is of the first spbecies，since the point X lies on the corresponding Tray 
of the congruence.。 JIn the last case it is known that the Laplace transform Y of the net 
X must lie on the _ corresponding Laplace transform of the congruence， and in consequence， 
the congruence 了 xy is harmonic to a conjugate net. We can now extend this fact to the 
case of conjugate relations of the &th species and show，in fact，that the Laplace trans- 
form Y of X(x, o) along the direction xz must lie in the osculating space Sx of the 
curve HU at the point 4 Thus we reach the general notion of the harmonic relation of 


the 有 & th species _ between the conjugate net (如 ) and the rectilinear congruence 卫 xry. 
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芝 系 数 悉 性 微分 方程 查 的 nnyHoe 函数 的 公式 
妆 亲 条 


(合肥 工业 大 学 ) 


$1. 引言 ”我 们 考虑 实 常 系数 线性 微分 方程 组 


2 (1) 
dt =1 
jgIYHOBDI 早已 证 明 : 如 果 (1) 的 特征 方程 
lor 一 10 三 (一 1)2 (2 十 轴 M 一 十 … 十 加 ) 王 0 (2) 


所 有 的 根 此 具 负 实 部 , 那 末 对 于 任意 给 定 的 负 定 (正定 ) mm 次 齐 次 多 项 式 U(xi，.… ，xn)， 
恒 存 在 唯一 正定 ( 负 定 ) zz 次 齐 软 多 项 式 了 (*,，:…， xn) 满足 方程 
生 们 wzw 下 = (3) 
Ox; 


二 (D) 一 1 了 = 


本 文 在 于 给 定 了 负 定 2 次 ( 即 = 2) 齐 次 多 项 式 口 = 一 4 > 好 ,4 是 正常 数 , 根 


了 =1 
据 (3) 具 体 算出 JIgnyHoB 本 数 的 明显 表达 式 , 表 示 成 一 些 平方 的 和 ,而 其 系数 是 Routh- 
Hurwitz 行 型 式 








轧 ] ”” 力 2x 一 1 
Ai 三 轧 ， 和 人 :三 1 An 一 An ARS 《4) 
2o 轧 2 
0 0 本 思 n 


(三 1, 灵 一 0 当 &R> 2) 的 画 数 ， 

在 本 女 最 后 ,我 们 顺便 指出 JanyHo8B 画 数 的 明显 表达 式 在 实际 问题 中 的 用 途 , 工 且 
具体 估计 了 微分 差分 方程 中 稳定 情形 的 时 滞 界 限 . 

$ 2. 记号 和 基本 定理 ”为 书写 简单 起 见 ,我 们 引入 一 些 记号 。 1"” 在 ” 阶 系数 行 烈 式 


%1 


) > 后 取 写 的 第 思 ， WA 2 行 , 第 力 ， 二 2 烈 的 元 素 


|c | 中 ,第 7 元 天 换 以 人 
兴办 

(< …:< 欢 ) 作出 的 & 阶 子 行列 式 以 MU …w (xi …，xon) 表示 之 ; 2” 记 号 

二 MXM 祝 … w (xi …，sa) 或 有 时 为 方便 起 见 简写 成 二 4 表示 诸 MB .ww (xi …，so) 对 

2 …， 2 的 和 , 其 中 办: …， 允 是 集 (1, 2, …，2) 中 的 各 种 可 能 和 组合 , 但 数 1 必须 取 

到 ; 3” 行 烈 式 入 的 第 * 行 中 的 所 有 元 素 名-: 易 之 以 志 M 吕 ww (xi …，xa) 所 得 到 的 

新 行 烈 式 久 Ai (xi …，xn) 表示 . 


基本 定理 ” 欠 定 实 常 系数 线性 微分 方程 组 (1) , 则 画 数 





* 1959 年 10 月 16 日 收 到 . 











sr 
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* 了 弛 一 下 了 阳 
三 AAA > 好 十 >， 上 A, Au (xi ………，xo) 《5) 
了 =1 =1 =1 区 :一 训 
《Ao 三 1) 沿 方程 组 (1) 的 积分 曲线 的 微 商 是 
本 汪 二 有 ;着 全 宇 从 《6) 
dt 了 =1 


这 个 公式 当 >” 王 2 时 ,是 MakHHC 首先 得 到 的 。 作 为 例子 ,我 们 和 给 出 此 公式 当 z = 3 
叶 的 形状 






































2 
2 2 YX1 Cl12 MX1 G13 
一 ( 思 久 一 总 ) (只 十 丰 十 克 士 生 姓 人 ) + 
X%W2 C22 X3 G33 
Cl1l X%1 X2 Cl1l 1 CG22 X 本 
十 ( 2 kr23 十 ( ， 22 小 2 ) 十 
C21 %2 3 G33 G3L %3 G32 %3 
MX1 G12 0G13 G11 Y%1 G13 


X2 G22 G23 
W3 G32 G33 


G21 X2 G23 
G31 %3 G33 


中 [( Xi 一 了 力 








2 
) + (ma 一 








】 吉 《7) 











Cl1 G12 X%1 -~ 
十 1 zaxa 一 轧 | cal az wa 
G31 C32 MX3 | 
所 = 一 2 轧 ( 户 久 一 广 )( 好 十 妇 十 辐 )， (8) 


这 样 的 画 数 (5), 不 仅 在 (4) 均 大 于 老 时 是 JJmnyHoB 夯 数 ， 而 当 (4) 中 没有 一 个 为 盘 ， 
或 者 虽然 有 的 A, 为 雳 ,但 若 此 时 的 了 仍 为 正定 画 数 时 ,也 是 JIanyHoB 画 数 . 

$3. 引 理 1 为 了 证 明定 理 ,我 们 先 证 下 述 引 理 , 

引 理 1 下 列 许 式 (9) 一 (14) 是 恒 等 的 (其 中 微 商 是 沿 (1) 的 积分 曲线 求 )， 


dj 好 i 打 一 一 Al 好 一 工 MOGx， xn) Ai (xi xn)， (9) 
了 二 1 
C 
志 Meew 《xl， 站 xn) 一 em 思 kX1 一 之 MBeokehaCx1， 本 Ma7， 《10 ) 
和 
所 也 人 (xi ， 人 wa ) 《 和 ZX%1 (11) 


| 万 zc-3 22c-1 | 


加 | 
着 EA， “Xe) 一 一 | 本 机 (12) 
| 


0 
攻 ， 芝 这 袜 ， 汪 na | 


本 


轴 ，…， 力 o-5 力 2 一 3| 


| 如” ” 力 o 一 6 轧 2o 一 
节 起 (xi ， xn ) ER em | eseeeeeeeee eg 一 : 力 xz 人 as 一 2,/ (xi， Xe ) (13 ) 
dt 0 力 " 一 2 轧 > 

10.…， Ze。 0 





QZ 
全 : 元 和 Au,i(xi， 区 Xea) 十 Ao-l 和 人 Ac+l (xi， 0 xa) 一 Ac+l 和 Ac--1 (xi， 人 Xe)。 
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BF 2 (14》 
(j = 1, 2，.……，2)。 

证 .上述 诸 恒等式 中 ，(9) 可 直接 由 定义 推 得 ; (11) 可 仿照 (10) 来 证 明 ; (137) 可 仿照 
(12), 只 须 注意 到 (11) 与 (10) 的 不 同 之 点 就 可 以 了 .所 以 在 此 我 们 只 证 明 (10),〈12) 和 
(14)。 

对 于 等 式 (10) ,可 以 只 限于 讨论 1 = 1 的 情形 , 因为 否则 ,变换 原 方 程 组 (1) 中 7) 与 1 
的 位 蔷 , 代 不 改变 组 (1) 的 本 盾 , 而 可 以 使 变 成 7 = 1 





(10) 的 左边 是 
4 隐 wwss 
入 了 Mi Ca 二 下 | 一 
Glr Glre“”“Glok 


和 史 Y， Gpor Co 有 ”Gao 天 二 


Geki 4vkoa ”Co y 

















天 开 
人 史 s， Copox Cvops” “Ga 二 十 史 Gvol Copa “Gwap 天 交 (中 》 
2 
Geki phpa” “GekeK Gewk1 Cokza “GeAkz 天 
其 中 了 为 对 z2,， pk < 罗 < < 允 委 2) 之 各 种 可 能 组 合 求 和 . 
\lt0) 之 右边 是 
《一 1) 二 2 Mirwsy ds (xi …，xe) 一 《一 1 六 思 几 一 之 Me (xi …，x%n) 一 | 
XI1 CI“” “CA 
党 有 GAR A  “"““GBL 

一 (一 1 和 和 一 下 全 .| 一 | 

光 Co CAKAK 





| 0 CG1A 二 二 
CA ” ”Ca | 
《 MXA， Cs ”GZ 
1 2 1 天 

生生 条 下 全 ( 辣 “ 富 .元 /二 "二 避 恒 Xi 一 忌 


人 》 (ss) 


MN 全 
天 天 Ak CAak CKPK 


其 中 3 为 对 站 ,AU (< 让 < < 笋 委 2) 的 各 种 可 能 组 合 求 和 。 我 们 求证 明 
(*) 一 《〈#s)。 
含 刀 的 项 :在 (#s*) 中 ,注意 到 (一 1)* 因 是 系数 行列 式 |aco| 的 所 有 大 阶 主 子 行 烈 式 的 和 ， 

















是 不 含 aa 的 所 有 有 阶 主子 行 烈 式 的 和 ,因而 (#*#) 中 xi 的 系数 , 是 








7 大 间 
Ka CAAK 


含 aa 的 & 阶 主子 行 烈 式 的 和 ， 即 (*) 中 2 的 系数 。 即 (##) 中 售 2 的 项 等 于 (#) 中 合 和 
的 项 ， 
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其 他 的 xi 4 夭 1): 先 证 (*s) 中 有 的 项 , 在 (*) 中 必 有 。 事实 上 , 对 任 一 组 合 记 ，.………， 
LO (1 二 委 7 ) ， 考虑 其 中 任 一 个 pz:(1 < 和 委 太 )， 对 应 地 , 合 Xp， 的 项 是 


| 妇 1 天 ””@Im 











一 (一 1)I+G+0 Gm ;一 zPa Ce; 一 xm | 。 
加 吧 二 1 Qi Ai 
加 扣 天 1 (天 站 
而 在 (*) 中 ,我们 可 取 :* 一 1 2 一 jn ”用 一 Poe 一 il 2241 一 pi 2 一 HKD72 2 
构成 一 种 组 合 ,得 到 (*) 中 合 Xi 的 同样 的 一 项 : 
| 
CI G1A， CG1H 二 CGI1 严 二 1 CGI 天 0 二 
网 “出 让 5 4 村 
| 
| 氏 用 CA _ 
Ca xn 一 《一 1 二 :| 于 Eee 
有 | Ge Aa Ci AI 
Cu FRR 玉 
了 十 1 | 汪汪 
本 古 G@ 庄 压 
和 2 久 大 
CAKAi Ce | 


印 让 明了 (#**) 有 的 项 (*) 必 有 . 
其 次 证 (*) 中 有 的 项 ,在 〈#t#) 中 必 有 .事实 上 , 对 (*) 中 任 取 一 组 合 思 及 >， 
若 5 二 某 一 个 Doc 则 





G17 Gly。 Cir& 
si | = 。， 
村 
Crikz Crkza Co ip 
赦 只 考虑 8 羡 ?Do(C 二 名 es 大). 屋 了 殉 号 Ti 则 (#*) 中 合 飞 7 的 项 是 
CC17 QZlv， CleK | RE Qim: 上 1 Glp;+a CQlok 
证 Xi 一 《一 1) 一 汪汪 Mr 
Geki Crka 人 Crkek Crirs 0 “Ge Ci Cekei+i” 人 Cowkzek 





在 (ss#) 中 ;, 取 库 三 力 ) 1- 一 下， Ji+l 一 ti 一 2 一 ,得 到 同样 含 x, 的 
一 项 : 


( 171+G+D 


和 





妇 证 明了 (*) 中 有 的 , (**) 中 亦 必 有 .最 后 , 注意 到 (s*) 中 汉 有 两 个 行列 式 是 一 样 的 ;(#s#) 
中 亦 是 如 此 ,这 样 就 证 明了 (*) 一 〈*#)。 等 式 (10) 斌 上 毕 . 
对 于 (12) ,我 们 分 两 种 情形 来 证 明 。 避 az 为 奇数 ,由 Ac.i(xi，.…，xn) 的 定义 及 (10)， 


有 


忆 共 全 | 


Z 
一人， 本 弛 DER em 到 收 一 
天 ji (xi1， xm) | 0 --- 
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妃 ! ”zc--2 zc je 轧 ! zc 一 2 万 c 思 2c-1 | 
0 '…' 加 1- QQ， 的 加 josl | 
0 .0 加 bot | Ge 其 23 orz | 


注意 到 名 三 1, % 三 与 ， 则 上 式 束 可 专 化 成 (12) 的 右边 , 对 ca 为 奇数 证 毕 ， 玻 ca 为 偶数 ， 


出 有 








万 ”zc-1 zc 一 ! 
了 | 妈 。 
的 0 ， 力 。 je+1 
2 ”Zeo+l 











"” 几 1 “1 








前 一 项 为 雪 , 因 而 上 式 等 于 (12) 的 右边 ,(12) 证 毕 . 


今 证 (14) ,我 们 将 它们 一 起 写 到 左边 ， 由 A。 及 Auj(m，.. 


呈 人 ti Av-ii(Cxi， 


























…， on) 十 人 Av-l Av+lui(xiy .xn) 十 A。 人 Au， 
力 "jzc-1l o+1 | | 如 zo-5 c-3 
思 o “zj2c 一 2 2c 思 "2c--6 力 2c 一 4 
和 十 
0 ' z 因 oo zc+2 0 zc- zz 
0 。 " 力 c--1 妨 c+1 Bi 尖 we 首 v 
妃 “`“"”” 轧 zc--1 2c+l 妃 ! ""”” 力 2c--5 力 2c--3 
如” ”zc 一 力 v 思 “ ” ”” 加 co--6 力 c 一 : 
十 se am 
0 。 "” 力 c 力 c+2 0 " "zc-2 o 
0 。 se 刷 wa 0 巷 -地 轧 c--3 力 c--1 
妃 “““"” 力 2c--3 思 c 一 ! 妃 ““”” 力 co--3 轧 2c 一 ! 
““" ”也 2c 一 4 轧 2c 一 2 0” " ”2c 一 ; 轧 2c 一 2 
0 ， 。 轧 c--1 c+1 0 2 轧 c+2 
| 0 人 妃 c 一 > c 0 轧 c--1 力 c+1 
区 .ss*s 二 ol 








“，xn) 的 定义 及 (12), 有 


“，%n) 一 


如 果 将 上 式 依 钦 写 成 一 4B 十 CD 一 BEPF, 把 4 和 C 按 最 后 一 行 元 素 展开 ，4 中 最 后 一 行 
第 & 烈 的 元 素 对 应 的 子 式 记 为 Dkt， 则 显然 有 五 = Do 将 一 4B + CD 中 有 相同 的 Dh 


提出 来, 这 样 有 


一 4B 十 CD 一 ER =Do+ 


力 "'， 力 o-3 0 
如 zco-4 0 
0 es 9 力 c 一 1 力 c+1 
Zeo+2 





0 “2 


一 小。 








思 zco-3 0 
加 ……' zc-+0 
0 ..， 轧 c--! 力 c--1 
0 ..， 汪 
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加 oo-s0 | | 加 o-3 0 
加 ……… jc-40 如 加 一 0 

十 疡 5 十 … :十 (一 1)* Di) on。 -一 
0 *。。” jc- 轧 c 一 3 | 0 …， 思 c-1 0 
Ba ee 0 





加 思 o-3 加 co-1 
| 加 ”加 一 ; 轧 2 一 2 


Derl| 区 。 
0 ee 力 c--1 c+1 
省 二 人 Z。 Zoo+2 
合 侨 上 式 的 第 一 项 与 最 后 一 项 之 后 ,容易 看 出 ,上 式 是 下 面 行 烈 式 的 Laplace 展 式 : 
妃 " "” 思 -1 2c+1 
思 “…” 轧 o--2 v 0 


0 和 zc 轧 c+2 
(一 2 | 和 人 


工程 立 和 和 ， 一 加 co-2 芍 。，*， 芭 o- 
0 G 个 


Go 0 0 
0 ..， 站 0 0 ..。 
人 二 
G 十 1 个 G 一 1 个 

今 将 写 的 第 2, 3, .…, ca 列 分 别 减 去 第 cc 十 2,c 十 3,……:2c 列 ;然后 将 第 3, 4，…G 行 
分 别 加 到 第 ac 十 1, ca 十 2， 2c 一 2 行 上 去 ,得 到 一 个 行 烈 式 , 此 行 烈 式 是 2c 阶 , 在 写 
的 左下 角 有 一 个 Ga 行 a 十 1 烈 的 矩形 块 ,其 元 素 此 为 翅 , cc 二 (cc+1) 王 2c 十 1> 2c， 
根据 行列 式 中 吉 知 的 Co6omeB 诈 明 的 引 理 , 知 此 行列 式 等 于 雳 .等 式 4(14) 证 些 。 

$4. 基本 定理 的 证 明 ”我 们 着 手 证 明定 理 , 

基本 定理 的 证 明 eastaor ass 注意 到 (9), 有 


纯 一 2A2 .…… An s 六 011 Xi Xi 十 2 呵 3 T[ ArAv， ix， 0 Acj xi， 汉 “xm) 一 


下 7=1 7=1 = feat 了 1 
了 半 cg 士 1 








一 一 2Al .As > 好 一 2A: .An 3 (3MU mm ， .， …，xe) Alj(xi， so)) 十 


7 了 =1 了 =1 


了 下 一 1 
2 开 Ar Av Aui(xi， 际 3 遂 FA 人 ci (xi， “5 
ml Clt 
隐 人 人 


由 《13)，boAv-1 一 加 及 (14)， 有 
条 册 Ai Aui(xi， Ai .……，xnr) 一 


网 > 


珍 一 3 阳 


中 作 ， Aui(xi， 4 村 王 和 人 Au ,jw1， 二 wan) 十 
e=1 xz=1 dt 
地 士 cl 


十 Al .An 人 An- 人 An 人 o 一 ,1 (xi， 机 二 和 人 xz 一 2， ixX1i，， 7 Won) 中 
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十 Al .… Ai A，-l Al,i(Cxi， 内 闫 汉 ww) 所 FAR 全 nx 一 1， ixl1， 一 Woa) 本 


弛 一 3 


之 T A, Au,i(xi， … Mo) 人 Awi(e， ……，%a) 十 
5 1 
十 人 "An 一 人 v 一 1 An Ai(Cxi， 2 wa) An 2,i(xi， 本 Won) 全 





加 Ay Au,i(xi， Me) 3 Awi(an … xn) 十 
一 1 地 


于 1 





十 Al …… Anos Ao 一 An-l An 人 Anti(xi，'…，xn) Ar-3i(xl，，，，xn)。 
， 炎 和 续 用 (14) ,由 归 和 法 ,不 难 证 明 上 式 等 于 


As "。，Ae 和 人 l,j (xi， 和 Xa) | AsCe 和 %a) 十 Al 所 Alyi(Cxi， 盖 碌 wa) |. 


(1 一 1,2，……， z)。 如果 再 注意 到 
Al 一 加， 4 一 入 加 一 力 ， 

A 人 zj(xi wa) 一 妨 1 了 2 We %a) 一 加 卫 MD (xi ， ES 

Alj(x，.……，xa) 一 了 MO (xi， 2) 
及 (10) , 那 末 立即 可 得 (6) ,定理 证 些 . 

$5. 应 用 JIamyHoes 夯 数 的 明显 表达 式 在 实际 问题 中 有 其 重大 的 用 途 ， 例 如 可 以 用 
来 估计 稳定 性 的 稳定 区 域 ;可 以 用 写 来 导出 全 局 稳定 性 的 某 些 充分 条 件 ; 可 以 用 写 估 许 
具有 时 滞 的 微分 方程 中 稳定 情形 的 时 滞 界 限 . ”我们 就 最 后 一 种 情形 作为 JIanyHoB 画 数 
应 用 的 一 个 例子 ,以 结束 本 女 ， 

在 [3]$5 中 ,就 >=2 时 的 常 系数 线性 微分 差分 方程 

ac) 3 cij xi(t) 十 3 Dj Mit 一 Ti) (15) 
0t j=1 7=1 
1 一 ,27 

作 了 稳定 情形 的 时 滞 ri 三 mr (GD >0 的 界限 估计 .现在 我 们 根据 该 康 所 提供 的 方法 ,对 
一 般 2 的 稳定 情形 的 时 滞 界 限 ,给 予 估计 . 

我 们 设 or = cr 十 2， 那 末 (15) 可 以 写成 


< Xi (zt) 一 ， CijXi(t) 十 于 Di [xi(z 这 Ti 7 了 Xi (zt) ]， 〈《16) 
7 =1 j=1 
人 
取 方 程 组 
吾 ( 2 福 ，aij xji(t) 1 一 1 2， 加 (17) 
dt j =1 
的 JanyHoB 画 数 (5) , 沿 (16) 的 积分 曲线 求 微 商 ,有 
于 = 一 2Ai…A。 呈 () 上 2A;….A。 > om(DIoc 一 ro 一 w+ 
了 =1 和 从 


十 2 六 sy 中 和 人 Aui(xi (zi) 2 wm 人 zt) )Ae,; (三 PICXKCt 二 Tik) 一 MK (ti) )3 3 
co=1 1=1 7=1! 一 1 
了 关 a 士 1 
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.2 Bok(xk(t 一 Tok) 一 X%k (zt)) ) 


K=1 


我 们 要 对 Au.ji(xi(t) ，.…，xs(t) ) 进行 估计 .我 们 有 下 述 引 理 . 
引 理 2 命 44 一 max (cz 1) ， 1 5 一 1 2，…… 2， 则 有 


ca(c+1) 多 
|Aoi(xi( 人 yn 人 人)| < (一 1)1(20) 一 (24]) 2 Ko 人 lm)|， (18) 


和 一 1,2，.…， 2 一 1,1 王 1, 2 ，m。 
C?-1 十 C3 1.3! 十,… 十 C? 1.0! 一 (2 一 1) 十 
和 项 一 1)(> 一 人 一 3) 十 .…. 十 (2 一 1)… (2 一 Ga)， 奇数 Ci80) 
1 十 C?-1.2! 十 .十 C?10! 一 1 十 
十 (> 一 1)(2 一 2) 十 .十 (2 一 1). (2 一 G). G 偶数 
证 ， 由 .4 = max(cr， 忆 7) ， 大 24。 今 先 估计 bo, 思 o 是 |eii| 的 诸 5 阶 主子 行列 
式 的 和 (相差 一 个 因子 (一 1)") , 这 个 子 行列 式 共 有 C3 个 ,每 个 有 cl! 项 ,每 项 为 5 个 因子 
乘积 , 故 有 
|po| 委 :C2(24)”(c1) 一 2 一 1)… 和 (2 一 5 十 1)(24) 和 21(24)”， (19) 
9 一 1 2，……'，712。 
再 估计 瑟 MO .ve (xi(t) ，…… xn(t))。 写 是 C31 个 5 阶 行 烈 式 的 和 ,每 个 行 烈 式 中 
xi (zt) 对 应 的 子 式 为 (ca 一 1) 阶 ,此 (c 一 1) 阶 子 式 的 稳 对 值 不 超过 (c 一 1)! (24)”， 故 


13 Mo (xz) xn))| 入 C3-1(024) [Ga 一 1)1] 3 |xo(z) | 。 (20) 


Qa=1 





G 一 二 帮 人 7 
最 后 估计 
如“ ”2c-3 2o-1 | 
因 0““"” 因 2c 一 4 沁 2c 一 2 
Aui(xi(t) ， 0 汪 人 | 
0 人 bc 一 ! 刀 c 上 +1 
| 天生 ie Zoo+l 


写 是 ori 的 1 十 2 十 …' 二 一 1 二 ca 一 2 L) 次 齐 次 式 , 所 以 在 估计 时 ， 可 以 新 时 


不 管 因 欢 。 我 们 将 上 式 按 最 后 一 行 展开 成 子 式 ， 分 别 估计 ,但 事实 上 , 可 以 用 同一 上 界 来 
估计 这 些 子 式 ( 注 意 , 我 们 已 不 管 作 们 的 因 次 了 ) ,例如 可 以 考虑 3o+l 对 应 的 子 式 








加 
如“ ” ”zc 一 | 
人 汪 
| 全 5 


下 是 ca 一 1 阶 行列 式 ， 共 有 (c 一 1)1! 项 ,每 项 为 (ca 一 1) 个 因子 相 乘 ,利用 对 访 的 不 等 
式 (19) ,知道 上 述 行 列 式 之 值 不 大 于 (>!1)“ 一 [(c 一 1)!] ,再 由 不 等 式 (20) ,有 


ac(c++1) w 
[Ai (xi(i) ，. xn 人 ())| 秋 (ol)[(c 一 1)1] (24) 2 Ko lxe(t) |， 


2=] 


其 中 玉 。 如 (18 ) 所 示 , 引 理 2 证 华 ， 
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另外 ,我 们 命 了 max(Tik) ， (8& 一 1,2,，.…，z)， 有 
|xk(z 一 Tt) 一 wk(z) | 一 | < XKk (zt) dt 


一 





委 |rixkt||xx(AA)| 近 
(21) 
<Tr4 之 [|x。(zx)| 十 |xo。( 帮 一 ro)|]， 


因此 ,根据 引 理 2 及 不 等 式 (21), 有 
引 理 3 


(三 PKCXK(z 一 Tik) 一 (z) )， 二 卫 oaCni 一 ro 一 aa (9) ))| < 


< (一 DiICD2423 Korha SS Si[|x( 芭 )| 填 | 元 ( 双 二 ml] 
有 =1 二 1 
现在 我 们 叙述 并 证 明 下 述 定理 ， 
定理 ” 欠 定 实 常 系数 线性 微分 差分 方程 (16) ,如 果 略 去 时 光 的 微分 方程 (17) 的 平凡 
解 是 渐 近 稳定 的 ,并 且 假设 








二 和 Al A…，. (21) 
“0 尝 .2 一 | 
人 人)………A 人 ， 
其 中 
一 max(ri) yz 1 一 1 2， …，7。 
弛 一 1 了 2 
一 Ap As+ 环 王 ( 和 ^)[G 一 DI(oDxer2(24)"et 3 (22) 
G 一 1 了 一 1 
了 Y 关 ca 士 1 


开 。 如 (18 ) 所 示 , 那 末 微分 差分 方程 (16) 的 平凡 解 也 是 渐 近 稳定 的 . 
证 .应 用 引 理 2, 引 理 3, 不 等 式 (21) 及 不 等 式 2|aB| 委 史 十 康 , 有 


委 一 2A…….A， 3 s3(z) 十 rAz .An 3 3 3 [2x3(0 十 zt 人 2) 十 xs( 人 (1 一 rim)] 十 


了 一 1 7=1 71=1m=1 


+ rz 人 工 二 s 二 人 可 ^,] [(z 一 DI]YzlDxe-9(24)reroK3[2x3CD) 十 


We 7 闻 二 1 
十 吧 (Ca) 十 友 (CA 一 Thm)] 
但 是 对 ' (xi(Cz)， 和 wa 人 zt) ) 利用 引 理 2 我 们 有 下 面 的 估 值 


OCR (23) 
j=1 j=1 


其 中 工 如 (22) 所 示 , 因 此 如 果 (xi(tx 一 rt) xn(tx 一 Tho)) 在 4F(Cxi(t)， xn 人 zt)) 
中 , 妇 : 
灰 (xi 大 人 us 0 Na 人 (办 fu) 委 4TCxiCz)， 人 Wan(zt))， 
& 一 全 7 


制 由 (23), 有 




















et 一 wa 和 :vianeerme ai vc crtcr- 和 一 uv 下 egermreote -一 一 


《 

















464 数 学 学 报 9 管 





办 六 伏 二 na) 福 了 ta 一 ro)< 
1 一 1 人 。 “人 ， 











二 全 : ，Xn (zt) ) 二 _4L s 0 














A 人 2， ae 人 2， 和 人 An m= 1 
同样 有 
人 
13 二 1 和 2， 儿 1 一 1 
及 1， 本 
因而 
一 200nAs SHA2r42A， ev 二 (1+ 二 ) 2 二 
Ci 了 =1 117 一 了 as 
凶 一 1 了 
十 27T.27zz4 汪 ， ( | ^,) [(c > 1 ]? (zz 1 )2(c 一 1) [大人 4 天- X 
“9 
< 4 二 
X (1+ -一 一 ) 2 一 
着 rd 
= 一 2Ar es 世 本 (二 2rm + 一) 也 (CD)， 


因为 了 是 正定 的 ;, 当 Y 闯 足 不 等 式 (21) 时 ， 保证 了 二 一 一 一 的 负 定 ， 因而 方程 组 (16) 确定 的 下 


凡 解 是 渐 近 稳定 的 。 即 在 潮 近 稳 定 的 意义 上 评 , 当 Y 匡 足 不 等 式 (21) 时 , 可 用 微分 方程 
(17) 来 代替 微分 差分 方程 (16)。 定理 证 毕 . 

对 于 具体 的 >, 估 值 (21) 中 的 工 , 即 (22) ， 可 以 精确 得 多 ， 例 如 ,和 经过 具体 计算 ， 对 ' 
2 一 3, 可 取 

世 一 [加 (入 妨 一 加 ) 十 96 入 四 和 十 3(0b 十 24 夺 Rs 十 8 作 加 )]( 芒 一 加). 

本 女 是 在 素 元 动 教授 的 末 切 指导 下 完成 的 ,作者 在 此 表示 袁 心 的 感谢 。 此 外 ,还 应 当 
感谢 李 伯 多 、 钱 样 征 两 位 同志 ,如 果 疫 有 他 们 的 帮助 , 那 末 要 在 国庆 节 前 完成 也 是 困难 的 . 
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THE FORMULA OF LIAPOUNOFF FUNCTION OF SYSTEM 
OF LINEAR DIFFERENTIIAL EQUATIONS WITH 
CONSTANT COEFFICIENTS 


TsAt SuUiI-LIN 
(ce-Fei 1zdtsgt1ial LUzaioersity ) 


人 ABsTRACT 


We consider system of linear differential equations with constant coefficients 


尝 = 旋 4 GZ7 Xi 2 (1 ) 


了 一 1 
Liapounoff0l proved that: if real parts of all roots of the characteristic_ equation 
|oz 一 1 三 (一 1 (0 十 和 甸 2” 十 … 十 po) 一 0 (2) 
are Degative， then， for any given negative definite 72-th “homogeneous polynomial 


zt (Yi1，.……，%n)， there exists an unique positive definite 一 th homogemeous polynomial 
(xi，.……，xn)， which satisfies the equation 


人 卫 一 = 攻 G271 1 渤 9 《3) 


In this paper，we shall give the explict form of Liapounoff function 站. 了 can be 
written in the form of a sum of square terms and its coefficients are functions of the 
following Routh-Hurwitz determinants: 





加 1 必 3“ ”” 力 2o 一 ! 


iT (4) 


已 ] 23 
Ali 三 人 
人 三 | 名所 | 访 ? 


? 
册 











We introduce the following symbols: 1”Take the xz-th order determinant | ao| ，replace 
MI 


) and denote' it by MO) (xi ，.……… ，xwn)，then take a minor of 
光 


its 1 一 th column on 人 ( 
MO)Cxi，.…，xo)，the elements of this minor are situated on 27， ，Dk-th columns and 
71， ，Dx-th rows (加 < … .二 次 ) of MGCx xnr)， 中 Fe is a K-th determ- 
inant，and is denoted by Mo ， o (Xi ，.……，xn)， 2 ”Notation 己 MXM。 《xl， .….，%zr) (or for 
brevity 3x ) denotes the sum of the ng (xi … ,xnw) with as to the 71，'…，，?DK， 
where Di1，.……，DK are all possible combinations of numbers from the set(1,，2，……， 72) 
but the number 1 should be taken; 3” 了 Replacing all the elements tk-l of the sth 
rowW of the determinant 人 A，by 2 MO (xl .…. ,ww ) respectively，we obtain a new deter- 
minant which is denoted by A,,;(xi1)…， me 

Fundamental Theorem。 Given a system of linear differential equations with 
constant_ coefficients (1 ). Denote 


也 办 一 1 好 刀 
7 三 A2…… An 人 3 中 二 下 山 和 人 人 Ac (xi， ev 汪 %n) 《5) 
7 了 =1 G=1 ， 3 


二 
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(Au 三 1)，then its_ derivative along the trajectories of the system (1) is 


红 二 一 2AT..-Ao 宇 寺 《6/) 
Gt j=1 
The proof of this theorem depends on the following lemma: 


Lemma 1. 


Z 
Ao 五 人 Au,i (xir， 人 War ) 十 A。_-1 Ac+l,j (xi， 雪人 xn) 一 Ao+l 人 co--1,j (xi， er xn) 


is an identity. 


For 7 一 2, it is the formula of MaKHHD，、 We give the formula of 2 一 3 as an 














example: 
2 
一 锯 ( 和 乌 一 区 (好 十 三 十 到 十 竹 站 | (| 且 生 st 中 
2 G22 X3 G33 
十 ( G11 YX1 MX2 G23 ) 本 ( Gll XI1 G22 X2 ) 十 
G21 MX%2 X3 G33 G31 X%3 G32 X3 


























| Xi Cl12 G13 | 2 | GIIX1G13 狼 2 (7 ) 
十 |(ea 一 刀 | X2 022 023 ) 中 (ma 一 姻 | G21X2G23 ) 中 




















3 G32 G33 G3IX3G33 
Gll Gl2 YX%1 |\2 
中 (em 一 妨 1 | Ga2l G22 X2 ) | 
G3l1 G32 %3 
及 
全 一 一 3 人 和 各 一 癌 负 (十 呈 十 辣 ， (8) 


At the last of this paper，we give an application of the explict form of Liapouno 妊 
function (5). We prove the following theorem. 


ITheorem Given a system of linear difference-differential equations with constant 
coefficients 


Cai(t) -一 3 (ci 十 07) xz) 十 他 2ii(xzi(z 一 Tii) 一 xi(zt))， 《16) 


Gt j =1 7 了 = 
1 一 2， ……，2， 
where Ti 三 Tt) 之 0 人 (1 一 1 ……， 2) are time-lags，and denote 
7 一 max(ri) (zj 一 1, 2 …，z). 
If the trivial solution of the system without time 一 lags 
人 家 (cz 十 Dj)xiz) 了 一 1， .7 《17》) 
到 


is asymptotically stable，then there exists a positive number 


) 三 二 Al.… 人， 





A(cii， Di 


Ai | : 十 < 全 | 
人 A:- 四 “人 八 
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such that the trival solution of (16) is also asymptotically stable，provided that 
0 <r< 和 (cp 05)， 


where 


二 Ai As+ 王 ( 下 AU 一 DCDPero(2 人 ein 本 ， 
c=1、 人 =1! 
5 半 c 土 1 
(2 一 1) 十 (2 一 1)(2 一 2)(2 一 3) 十 十 (2 一 1).…(2 一 0G)，for Ga odd， 
了 汪 ETSRL 、 for G even， 
and Ai, .…… ,An are given in (4) but the ai s in then are replaced by (cz 十 2 s 


G 


respectively. 











ee ， 
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球 上 同 伦 熏 的 不 变量 
强 素 戴 


(中 国 科 学 院 数 学 研究 所 ) 


$ 1、 发 Setl 为 dg 十 1 维 球 . 讨论 同 伦 芋 II.(Sa+ 时 H. Hopf5'I 四 ,G. W. Whitehead10'03 
P. JTJ、HiltonDl 等 2" 发 展 了 广义 Hopf 不 变量 ， 

好 : 了 (Se ) 一 贡 ( 人 Se )， (1) 
在 同 丛 垂 IL(SetD) 中 , 差 数 > 一 (4 十 1) 比 I.(S2z+0) 中 的 差 数 > 一 (29 二 1) 大 .在 同 伦 王 
的 计算 中 善 数 小 的 应 访 先 计算 ,所 以 通过 Hopf 不 变量 利用 差 数 较 小 的 同 伦 三 表达 差 数 较 
大 的 同 丛 重 的 性 质 , 是 有 意义 的 . 经 过 H. Freudenthalal 及 G. W. Whiteheadl5l 的 推广 ， 


知道 有 一 个 确 列 

了 ::(Se) 和 IT:，:(Se+ ) we JI -3:(4S” 一 ) 二 JI 3(S?) we SS 《2) 
其 中 五 表示 同和 纤 上 映 象 , 妃 : = 万 , [ee] 表示 8 中 的 Whitehead 乘积 。 张 素 鼓 凸 信 经 证 
明 序 列 (2) 不 能 拓展 ,就 是 说 


也 :JI:;-:(S2) 一 II -1(S2+1) 

的 核 不 仅 是 [ec, *]: II:(S2-0 一 II: -:(89) 的 象 。 但 是 确 列 (2) 指 出 一 个 同 构 

| IIL(CSeeD/EI (CS2) 一 1](CSeD) C JIL-(S2 一 34g 一 1), 39 一 2 ，(3) 
定 指 出 差 数 志 小 的 同 伦 短 JIL-:(S ”一 ) 与 维 数 较 低 的 球 上 的 同 伦 恒 JIL-:(S4) 已 知 时 ， 可 以 决 
定 Ti(Se+ 的 一 些 重要 性 质 . 我 们 应 该 研究 (3) 左 端 在 ; > 34 一 1 时 的 性 质 ， 张 素 衣 吓 
与 I_M. Jamespl 发 见 球 , 84 的 狗 化 乘积 , 8S2 以 后 ,由 于 JI;(8S2) = IIH(Se+1 故 考 察 确 列 


.一 Ji(So 一 一 IT (3S2) 一 一 ICS2， So) 一 … 

则 ; 序 互 ,而 /可 定义 为 广义 的 Hopf 不 变量 ,用 来 代替 (3) 中 的 妃 . J. C. Mooreb] 亦 从 这 
一 个 方针 出 发 来 讨论 广义 的 Hopf 不 变量 . 但 是 在 4 为 偶数 时 ,JI; (S2, Sa) 除 2 分 量 与 
ITIL(CS2) 相同 处 323， 性 质 还 不 够 明确 .本 文 利用 重 乘 法 [1] 及 球 的 锡 化 乘积 ,决定 一 系 新 的 
不 变量 。 对 于 Iris (0 和 ><4 一 1 过 1) 中 的 元 素 我 们 有 不 变量 妃 _， 在 
HLi(0O) 上 定义 天， li, 在 玉 z-1i(0) 上 定义 万 p-:， 等 等 。 我 们 证明 w6E EIIL (Sa) 的 充 要 
条 侍 是 对 于 we 不 变量 已 -~ 玉 -1， Pi KI 均 有 定义 而 值 均 为 雳 . 特别 在 户 = 3 时 ,我 
亲王 然 知道 玉 : 一 KR 王 0， 妃 ， 古 成 为 下 烈 同 态 : 
| :了 :ai(Se) 一 JS)， 
| Bi Ha(0) 一 Jr(S 2) 十 [JIS 0)/3II+ (Se ]， 

4: 偶数 ， 
一 II ,+ (0S”) 9g: 柯 数 ， 











1) 会 考 [8] 与 [9]. 
2) 会 考 [8] 与 [10]. 
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FT:(0) 一 王 JIJ3o+S4)， 
在 上 烈 各 同 态 中 ，, 妃 : 与 刀 ; 的 象 只 与 盖 数 比 4 十 ”> 小 的 球 上 同 伦 乔 有 关 . 双 在 请 =2 时 
我 们 显然 知道 玉 : 王 0。 这 时 候 不 变量 只 有 已 : 一 个 , 写 是 
局 1 II2e+vrl(S2…) 一 Jo+(S 2)， 
显然 瑟 ; 与 (2) 中 的 互 等 价 . 
$ 2， 作 4 的 多 化 乘积 ,8S&2。 由 [1] 或 [7] 知 道 有 一 个 同 构 由 : IIL(S) 一 IIL-I(S2) 
我 们 记 ; =bg 十 rr 十 1;0 和 rr*<d4 一 1) 划 届 p>> 1， 以 % 为 Iart(Se) 中 一 元 素 ， 
以 ‰a 的 代表 为 
: Stetr 一 S2. 
不 妨 假定 了 将 St 上映 入 8 的 g 次 元 截 体 082)2 中 。 显 然 
(S2.)5 细 一 SaUecaU 二 U cba， 
其 中 eza 由 Whitehead 乘积 粘 于 Sa，ce'a(zp>1 > 2) 用 重 乘法 ER SS 粘 于 





C 
(S2)7 2。 以 五 ? 表示 欧 氏 1g 次 元 空间 中 的 点 集 {(xi … xie)j,，0 委 各 委 1)， 4 一 1 
1g。 对 于 。 有 特征 映 象 


9 


山 : 开 a 一 (8S2)?2 
存在 ,使 刚 三 [ee 人 4], 工 且 把 到。 的 内 部 ,拓扑 地 映 满 es 的 内 点 . 我 们 另 
作 一 胞 觅 从 
($S2)?e U ct 一 SUeeaU.. UoetU ce 把 ， 
其 中 ef 亦 用 [oo-0e， …，eo-09] 粘 于 (S2)9-5%。 为 了 清楚 起 见 , 以 
几 : Bea 一 (S2)2a U cf 
表示 cfa 的 特征 映 象 。 造 一 个 胞 腔 复合 形 〈S&)ta U St， 其 中 Sea 表示 2g 砍 元 妹 ， 与 
《88)22 在 一 点 和 相 粘 ,以 Sa 的 特征 映 象 为 
X: Fpa 一 St CC (S2)b22 U Spa 
对 于 Ba 的 点 用 极 坐 标 (p, 0) 表 示 , 0 委 p 委 1, 06 s。 作 一 个 连续 映 象 
@G: (S2)9 U ec 扫 一 (3S2)22 U S20， 

使 得 

@|(3S2) 0 一 1 (3S2)8 一 《人 32) CC (8S2)22， 

Be 大 一 几 晤 :5 一 ct C (3S2)2， 
划 且 使 @|et 满足 下 烈性 质 :以 * 表示 eta 中 一 点 , 记 凡 !(x) = (po, 0)， 则 


(Geto)x 一 山 (2p 一 1;0 )， 二 委 p 芯 1， 
1 
一 x(20，0)， Se 


此 地 我 们 已 假定 eta 与 e 思 中 自 x 到 册 0, 0) 或 几 (0, 9) 的 牢 直线 已 舌 成 点 xo。 尺 作 一 过 
炉 映 象 到 : (82)ta U St 一 (82)2a U ct 使 得 

到 |(S2) 妇 一 1: (8S2)2 一 (8S2)t C (8S2 8 U cj， 
又 以 记 St 上 一 点 , 记 X-!(y) 一 (o, 90),， 则 
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( 罗 |S*a)(y) 一 内 (2(1 一 p)，09)， 


= 沙 (2p, 0)， 0 巡 po 的 六 


也 


显然 @5 ~1, 0 一 1 由 @|(S2)2a 导出 一 同 态 
@s: IILoe+((CS2)2) 一 IIoo+((S2)2 U Sta) 。 

JILoo+(〈《(3S2) 旨 U S2) 一 TIIoa+ry (S2) 十 JIos+ ((S2)t2) 十 JIoorri((S2)29 X St2， 
(88)8U St) . 记 IIoo+r 人 (CS2)8 USza) 对 于 II (St) 十 IIrrri((S2)p2X Spa,(S2)2a USpa) 
的 投影 为 p， 则 得 下 烈 同 态 : 

局 p-1 三 D0s: JIIoe+((S2)29) 一 IILoo+r(CS2) 十 IIoerrai((S2)2 X Sea(S2)ta U Soa)。 〈4) 
当 五 p*-i(o) 王 0 时 ，Gsa 的 一 个 代表 映 Stat+r 人 (8S2)8。， 记 这 个 代表 为 g:Statr 一 ，(S2)p2 
利用 上 映 象 到 作 wg 则 
rrg: Sba+r 一 > (8S2.)4-09 U ec 加 和 (8S2 ) -04 U ec 加 U et2 
显然 8g ~ 万 ， 所 以 存在 一 个 映 象 RF:Statr X 了 一 (S2)2a U ct 使 得 了 | Seatr X 0 一 @rg， 
BP|Seetr X 1 王 j ;了 yx X T:y X 了 一 xx, 其 中 yo 表示 8*4 7 上 的 参考 点 。 这 个 下 不 是 唯一 
的 。 把 Seatr 看 作 X(Eeatr) ,于 是 下 导出 及 :(Eeatr X 7T) 一 (S&)pa U cfa, 适合 F(z Xi 一 
一 FCX(Cz) X ，z6EBzatr 把 Batr XT 看 作 欧 氏 2 十 > 十 1 次 元 空间 中 单位 方 体 ， 显 然 
下 虽 存 在 ,但 不 能 是 唯一 的 ， 屋 下: Bzs+r X 了 T 一 (S2)29 U ef 满足 叉 | (Eeetr X T) 一 
一 刁 | (Etar X 7T)， 则 ZCF ,FF D)EIIoosrrri((S2)22 Uceta)， 
显然 有 下 烈 二 同 态 : 
JILosrrHa((S2)ta U eta) 一 > IIoorrta((S2)2a U cg，(S2)29) 
-全 IILerrr((S2)2a U ct，(S2)oa，(S2)G-D9 U cfo)， 
于 是 我 们 可 以 得 到 Joo+rrr (($S2)2 U ef ，(8S2)2a，(S&)2-0a U ef) 中 一 个 子 生 
思 思 IIoa+r+i((S2)8 U et) .由 上 映 象 下 决定 IJIoorrri((0S2)22 U ct, (8S2)22(S2)42 -0a U eg) 
中 一 元 素 ， 写 唯一 决定 一 个 对 于 刀 和 IIS2)2 U et) 的 余 类 。 这 样 对 于 II (S2) 
的 子 熏 妃 ?-1(0) 定义 一 个 同 态 : 
及 -1: 7-1 IIoos,+1i(C(S2)82 U ct，(S2)82，(S2) 了 -Da U ea) (5) 
/7 1 JI r1(C(CS2 7)22 U cf) 
对 于 三 体 同 伦 震 的 边缘 运算 B+， 8- 来 琉 ，B: jiIIoorr((S2)t U ea) 一 0。 故 axt 
《HzLi(0), 且 天-19wx 一 0 将 到 g 看 作 IIoer (0S2)2 -5a U ea (S2)2-04) 的 一 个 元 素 , 将 
f 看 作 II (CS2)2，(S2)2 09) 的 一 个 元 素 , 们 者 是 雾 . 即 天 S?atr 一 (S2)2 可 以 变形 
而 入 (S2) 人 -Da 中 ， 此 时 不 妨 役 上 Spa+r 一 > (Se 其 道 若 : Spbq+r 一 > (S2)-De ， 则 
妃 -i 风 wx 一 0, 开 -wu 一 0。 所 以 我 们 证 明了 

引 理 1， 车 大 397 一 (3S2)2 2 代表 $(w)， 则 瑟 o-i(e) 一 0， Ko-i(a) 一 0， 其 道 亦 
商 . 

为 了 以 后 引用 方便 起 见 ， 在 这 个 引 理 当 中 没有 严格 考虑 r < y 这 一 个 条 件 ， 当 
< 时 ,天 EzLi(a) 三 0 恒 成 立 。 以 后 还 要 在 $ 6 中 讨论 , 
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$ 3. 上 节 引 理 1 叙述 了 一 个 映 象 态 322 一 82)28 可 以 变形 而 映 入 〈$S2)-0 的 条 
件 。 在 过 程 中 井 没有 受 >< 4 的 限制 . 现在 假定 了 可 以 变形 而 映 和 (8$S2)2 (! 二 加 ,本 
II (CS2)2) 中 一 般 不 止 一 个 元 素 , 定 们 在 (S2) 细 中 与 映 象 了 所 代表 的 元 素 是 一 致 的 . 记 
1 Jo ((S2 0) 一 Is (0S2)2) 
为 射 入 映 象 。 映 象 了 实际 上 决定 一 个 余 类 [用 《IIos+〈(0S2)22)7(0)。 现 在 
(S2)22 一 SUesUecaU …… Ueca， 
作 ($S2) 5 U et, 使 ef 与 ea 用 同一 映 象 粘 于 (S2) 2 , 于 是 利用 $ 2 的 方法 , 仿 (4) 获 得 
下 烈 同 态 : 
5Gs: Is (CS2)09) 一 II (CS'2) 十 IIoorrri((S2) 2 X Se (S2)0 U Sa)， 
由 于 了 决定 一 个 余 类 ,所 以 我 们 定义 
Hi-i [fj 三 2 1122 关 (0)， 
其 中 1 又 代表 上 映 象 了 所 决定 的 在 Is (4S2)2) 中 的 一 个 元 素 。 ”我 们 知道 玉 P (0) 邹 
JI ((S2)2)71 (0)。 这样 就 得 到 一 个 同 态 : 
再 -1: JI (CS2) 2270) 一 [II (CS 十 (6) 
十 IIvorrstl((S2) 0 X Se (S2)42 US ]/250s 六 (0). 
特别 当 克 ;-!([ 略 ) = 0 时 , 必 有 和 (0) 中 一 元 素 4 存在 使 0: 1 = 2 并 :4 .因为 了 与 一 
在 〈S2) 细 中 为 同一 元 素 ， 故 可 选 1 一 4 代表 au.。 现在 了 一 46 (gs) (0)， 不 过 在 
(204)-(0) 中 由 u 的 代表 不 是 唯一 的 。 当 已 -:([ 丫 ) = 0 时 ,由 (oa) 的 代表 在 (pz0)-1(0) 
中 决定 一 个 余 类 [四 6 (8 一 (0)1 8) 一 (0)n 生 (0). 显然 由 此 获得 同 态 Y: 瑟 7L(0) 一 
一 (p0s) 一 (0)/(pOs) 一 (0) 广 (0)。 按 $ 2 中 的 方法 可 以 决定 同 态 
天 1: (2G)-(0) 一 IIoorri((CS2 22 U cf ，(S2)0， 
(《S2) 2 U el)/ 思 IIoa+rH(C(CS2) 0 U ct). 
利用 天 ,~: 定义 同 态 
天 -1 (bpGs) (0)/ CpG) 一 (0) n 半 (0) 一 
一 JoseiC(CS2 才 二 刘 ela 》(《S2) 。， (90) We 世 ct)/ 思 7 人 1 IIo+rr(C(CS& 7) U ci) U 和， 
其 中 中 表示 一 组 属于 IIoorri((S&) 2 U ca,(S2)22 (0S2) 52 U ed) 的 元 素 , 写 们 各 个 代表 
天 -1[(pG)-(0) n 半 (0)] ,而 疡 关 Ioorsra((S2 52 U ec) UR 表示 由 产 辣 IIoarrri((S2)22U 
U elia) 及 & 中 的 元 素 所 产生 的 IIoerrta((S2) 52 U ca (0S2) (0322 U eta) 的 子 考 . 当 
Ki-i [四 二 0 时 ， 可 在 [(pgs) (0) mn 壮 (0)] 中 取 一 元 素 么 使 ts (Gf 十 4) 一 0 且 
天 -if 十 ) 一 0 以 十 天 代表 中 (a)， 则 由 $2 可知 了 十 肥 可 以 变形 而 入 (S2)4 2 中. 
最 后 定义 
开 -1 一 天 -17， 《7) 
于 是 得 下 述 
引 理 2. 在 II ((CS2 10) 上 定义 同 态 豆 -1， 在 五 呈 (0) 上 定义 同 态 天 /1。 者 


[ 放 ] 代表 IT (CS )5)/1 一 (0) 中 一 元 素 ， 同时 闯 足 已 _i[ 一 0, 开 -if] 三 0， 则 可 以 


变形 而 映 人 () Ce 


$ 4 根据 引 理 1 及 引 理 2 我 们 有 下 述 
定理 1. 在 生 JILr(SaD)(Dm>z1. 0 和 <d4 一 1) 上 按 (4) 定义 不 变量 妃 ，;. 
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5-!(0) 上 按 《5 ) 定义 不 变量 天 bp-1)， 一 般 按 (6) 在 玉 六 (0) 上 定义 万 -1， 按 《7 ) 在 五 5(0) 


上 定义 天 /一 1。 这 样 获得 一 系列 的 不 变量 允 下 弥 。 Sa Se ， 瑟 1， 及 ， 对 于 


根据 这 个 定理 把 和 se 和 妃 ?-1 的 核对 于 万 p-: Ce 的 拓 广 。 又 把 
7L1(0) 写成 玉 ?-1 的 核对 于 玉 ，-1 pa1(0) 的 拓 广 这样 逐步 下 去 ,只 要 计算 这 种 不 变量 
就 可 以 对 计算 Is+r(Se) 的 问题 起 很 多 作用 . 

当 刀 一 2,yr 王 0 时 这 是 H. Freudenthali3 的 结果 , 在 =2,7<a 一 1 时 是 G. W. 
Whiteheadl5 的 结果 . 

$5.， 在 $2 中 所 介 略 的 瑟 p-: 的 值 在 IIoa+rr(S8) 十 IIporrriC(CS2) 细 X St 人 S2)12 USza) 
中 .显然 IIoo+r (822) 是 盖 数 (pg 十 四 一 加 比 (g 十 7 一 (十 1 小 的 一 个 同 伦 硬 .我 
们 现在 再 考察 IIsokrH((8S2&)?a X Ste， (8S&)saU Sea) ， 这 是 IIoostr ((S2)2a U Sta) 的 一 个 直 
和 部 分 . 作 一 个 空间 8?”… U 8* ”使 39” 与 88 在 0 点 各 粘 起 来 构成 作 8?” US? ”中 始 
末 均 在 和 的 于 曲线 的 集合 2, 在 它 上 面 采用 给 密 开拓 扑 ， 我 们 可 以 很 自然 地 映 〈$2) 细 U 
U S?a 人 0， 记 这 个 映 象 为 《。 于 是 我 们 有 同 态 

6sB: IIoe+rrr((S2)2 X St ，(S2)81 U 32) 一 JIoo+r(2) 一 TIIoarrrl(S2 U St )， 
其 中 有 表示 同 伦 卉 界 ， 因 为 IIoe+rrrl((S2)22 X St，(S2)8 一 32) 经 引 有 8 而 获得 的 在 
JIoo+rrH1(CS2+1 U St?a+) 中 的 象 , 与 IIoo+rrt0S 汪 0) 无关 ) 故 6s 万 p-1 是 一 个 差 数 小 于 (pa 十 7) 
一 (9 十 1) 的 球 上 同 伦 二 的 直 科 . 

对 于 已 -: (2 委 !< 加 的 值 也 可 以 同样 处 理 一 下 . 

$6， 在 4$2 中 介绍 了 不 变量 -li。 当 时 为 了 叙述 的 形式 方便 起 见 , 不 在 0 和 r*<4 一 1 
的 限制 下 去 考虑 。 但 由 Blackers-Marsey 知道 

IIo((S2)22 U ci， (3S2)82，(S2) 2 Uet) 一 0，p 委 229 一 2. 
由 于 工 ,(S2) 。 贡 ,(S3) ， 我 们 不 妨 屋 Y 2,， 双 不 妨 设 娟 2, 于 是 22g 一 2 过 2p 十 dg > 
>zb 二 rz* 十 1,0 委 7*<9 一 1 所 以 在 考虑 1i(08 汪 ,和 2 十 g 一 2 时 天-l 屋 为 雾 . 
若 p>:3,， 则 2(p 一 1)4 一 2 亏 8 二 9 一 2， 所 以 当 训 疡 3 时 ， 如 果 仅 考 罕 ]IL; (S4+1) ， 
z1<b 十 g 一 2， 则 不 仅 玉 ?-1 一 0), 而且 天,-: 三 0 亦 成 立 。 此 时 不 变量 只 有 妃 ,-1, 互 ,-:， 
古 p-3， 天 2p-3， 4 已 1， 天 1。 我 们 来 描 檬 囊 p-1， 已 -2 如 下 :我 们 知道 不 变量 已 2p-1 化 作 
妃 ,-1: JS2+1) 一 TI;(S*) ， < 2 十 9g 一 2， 

不 变量 妃 ?*-: 化 作 

8- TI(CCS20)2 1/ 放 (0) 一 [TICSe 22) 十 

十 Ta(C(S202 ve X So)e，(S2)d-0e U Se2-0e)]/308 7(0)， 

此 地 

二 II。 (Sa U C29 U .……. U et-ba) 症 II + (Sa U ec29 5 ec-D4) 
的 核 由 [13] 知 道 是 


[ece-De， ce-09 ， 本 et-Da] ， “了 oO 





-一 一 


户 
由 [1] 中 的 千 果 考察 @e: (S2)8 0 U ci 一 (302 U et U Se ,于 是 可 得 : 
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引 理 3. 当 4 是 偶数 的 时 候 

0 [eto-5a ， etb-D4 ， - etb-D2 ] = [etip-02 ， ct-D4 ， 本 etp-be] 十 力 [ S2 ， SG-D4]， 
当 4 是 奇数 的 时 候 

0 [el2-D4 ， et-D4 ， | etbp-1D)4 ] 2 [etp-52 ， etbp-D4 ， “1 etp-~ba] 当 娘 是 偶数 ; 


(pp 一 1 (p 一 1 0 (pp 一 1 
S [et 3 CE 他 )， 2 地 )4] 十 


十 [Sa ， St-~D4] 当 尹 是 奇数 . 
证 . 0 [ete-54 ， ed)a ， “…，， ed-D)4] 一 [Gec-0a ， Ge -Da ， 。 ， Get-0a] 
一 [etp-D0a Ge-D0a，. ,Geo-)a] 十 [Sa Se-5e] 一 


一 (一 )4 [Gete-5a ， etp-1D4 。 人 ct 一 04 、 二 Getp-)e2 ] 十 [S? ， St-D4] . 
由 [1] 重复 请 次 就 得 到 要 证 的 结果 . 
利用 引 理 3 容易 把 五。 化 成 下 记 同 态 : 
妃 ?-2: JS -0471(0) 一 JS 5a) 十 II;(S2 /JILCS2  )， 2 是 偶数 ; 
一 JIL(Se 5a) 十 JIiGS2 一 )， 2 是 奇数 , 少 是 偶数 ， 
一 IT:(Se-5o7， bb， 9 均 为 奇数 ， 
由 态 ?~-: 的 形式 可 以 预见 任何 质数 的 才 为 周期 的 循环 天 可 能 出 现 。 特别 取 尹 一 
是 在 ;和 49 一 2 时 不 变量 有 已, 妃 ; 两 个 而 得 下 烈 
定理 2， 屋 4 是 偶数 , p 委 49 一 2, 则 IIo(S) 是 IIo-1(S 4) 的 一 个 子 硬 对 于 瑟 2 《0) 
的 拓 广 ， Hz1(0) 是 是 II ;CS2a) 十 (II _i(Sie-0D/13IL (Se-D) 的 一 个 子 硬 对 FII (CS 的 
拓 广 . 屋 4 是 奇数 , 那 未 EC0) 是 Is-i(S) 的 一 个 子 硬 对 于 ETIICS9) 的 拓 广 . 
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ON INVARIANTS ASSOCIATED WITH HOMOTOPY 
GROUPS OF SPHERES 


Caaxwc SurczEvc 
[arxzzzzate or 了 ULazBrmzxiirs Leadienrzig Sizica) 


BTRACT 


By the reduced product，S$=、af aa spinesre。3、we mean the CW-complex 
S 一 一 UcUecU---U 一 -…， 
where er” is attached to the (> 一 1] z 一 Sheletom. (S2) 一 ”of S2 by the secondary product 
according to [1]。 In [1] and [7] 盐 as beem idependently proved that 
DLLCs=) 一 本-:a(S)， 
here we consider the compjlexz 3S2) 一 U cm U ec 一 ，e being attached to (8S2)4-52 by 
the same map as c“。 Thben 
JI.((S2)”U c) 一 了 (CS U em) 十 联 。(S”) 十 
二 了 af 一 昌 到 昌 ce (2) 产 (52) 0 Ue). 
Let g: 8S? 一 〈(S2)m” Tepresent an alemenotrfg)ot 型 。( 人 (0S2)m)。、By 1 (S2)2 一 (S2)72 LU en 
we mean an injection and 六 : 了 (03S) 王 U = 一) 一 卫 .(S) 十 
十 Tif((S2)o 9 U ec) X 3 (So U ce U Sm) 
we mean a projection。 开 节 s{gj 一 0 thenes 二 aa Fomotopy 下 : S2 X 了 一 (S2)2 U em such 
that 有 |S X0 一 g and 琴 |S X1: 开 一 (S)9 5 U em This homotopy supplies an 
element of II (CS U cm (3S) 一 (SU em)。、With this view point the anthor 
defines bomomorphisms 
吾 ?-1-， 天 zy- 桓 * >- 天 oz- ~- 有 下 ii) 开 : 《1) 
such that 万 ,1 is defined upon 也 :SS 5) .和 r 委 和 一 1， 玉 upon 已 rI(C0) and 万 ， 
upon 天 j11(0) ,7 一 1 -六 一 2，、Thea je proves the following 
工 heorem。 To each element w ef 开 ,.: -rs(S* 一) either there is an element B of 
II,,:,(S*) such that wa 一 FEB. 五 being thes smspemsiom homomorphism, or there is one of the 
2(p 一 1) homomorphisms in) deooaesd bw C so that G is defined on w andG(w) 计 0. 
If 户 一 2 the anthor shows 了 bar 下 1 一 Il、meamwjie 忆 is actually the Hopf invariant 
defined by G. W. Whitehead。、 于 儿 一 3dhe zmtjihor shows that 开 ; 一 天 ;一 0and 万 ;万 are 
expjlicitly expressed as follows: 


1 JS 一] (3S”)- 
有 ( 了 二 病 7 0 3 ， (2 
妃 :: FL(0) 一 和 下 到 二 eem。 


3 攻 并 》 二 二 4 王 odd _ 














第 9 和 仁 第 4 期 数 学 学 报 Vol. 9，No. 4 


1959 年 12 月 ACTA MATHEMATICA SINICA Dec.，1959 





复合 形 在 欧 色 空间 中 的 同 痕 问 题 (D 
吴 文 食 


(中 国 科 学 院 数学 研究 所 ) 


作者 便 经 指出 ,一 个 空间 的 狗 化 积 这 一 概念 对 于 非 同 伦 性 的 拓扑 问题 颇 为 有 用 ,并 佛 
应 用 之 以 研究 空间 在 一 欧 氏 空间 中 的 实现 问题 ,局 部 实现 问题 , 同 痕 与 同位 问题 ， 以 及 其 
他 一 些 有 关 问 题 (参阅 例 如 [1] ,与 该 处 康 献 )， 近 来 作者 双全 证 明 巴 对 于 一 个 有 限 复 合 形 
在 一 欧 氏 空间 中 的 任 两 线性 实现 ,从 复合 形 的 狗 化 积 可 导出 一 些 不 变量 来 ,七 人 之 为 0 给 
出 了 两 个 实现 线性 同 痕 的 必要 条 件 , 而 在 临界 情形 , 序 欧 氏 空 间 的 维 数 等 于 复合 形 维 数 的 
两 倍加 1L 的 情形 ,复合 形 和 维 数 假 定 > 1) 这 些 必要 条 件 双 同时 是 充分 的 。 本 女 及 以 下 一 
妇 将 给 出 这 一 工作 的 详 租 情况， 这 里 的 第 一 部 分 目的 在 引入 线性 同 痕 这 一 概念 以 及 上 述 
两 个 线性 实现 间 的 不 变量 ,以 后 的 第 二 部 分 将 给 出 临界 情形 中 充分 性 定理 的 详 胃 证明. 


$ 1. 在 周期 变换 下 空间 的 一 些 引 论 


设 六 是 一 个 抽象 的 复合 形 , 由 维 数 是 ;的 胞 腔 吧 所 和 组成， 其 面 关 系 < 与 相 联 系数 
[cs , 呈 !] 满足 通常 那些 条 件 .同样 信 ' 亦 然 。 我 们 将 称 了 为 一 候 汉 仆 ' 中 的 胞 腔 运 算 子 ， 
及 中 的 一 个 胞 腔 对 应 ,保持 维 数 与 面 关 系 且 除 记号 外 也 保持 相关 系数 . 最 
一 医 意 指 有 数 王 土 1(e0 = 十 1) 存在 使 
[T{( ),T{a5] 一 旦 .6e51.[oa ,al]. 
artt 提 asnipogidsteacayotyuaa T. 对 于 天 到 天 中 的 任 一 
组 胞 腔 运 算 子 Ti … :7T, 以 及 整数 aa …… ,ar, 和 23eiT; 将 称 为 从 忆 | 入 的 一 个 运算 子 而 所 
自然 引起 仿 到 及" 中 的 下 链 生 与 上 链 王 间 的 准 同 构 也 将 应 间 记 号 表示 之 . 
屋 复合 形 六 具有 六 汉 自 身 的 一 个 胞 腔 运 算 子 T , 没有 固定 的 胞 腔 且 有 周期 p， 此 
处 靖 是 一 固定 质数 ， 我 们 将 瑶 ( 仿 ;,T) 是 一 个 周期 是 如 的 简单 组 。 与 通常 那样 ,我 们 将 以 
0 表 下 二 运算 子 之 一 : Yi 各。 
Z 一 1 一 了 人， 
xs 一 1 十 工 十 … :十 了 Tc， 
而 以 万 表 另 一 个 。 命 C"( 并 ) 与 Zr (及 ) 各 为 维 数 是 > 记 0 的 整 系数 下 链 生 与 下 于 链 至 ,在 
Cr( 信 ,7T) = ker pncr( 仿 ) = DCr( 驴 ) 与 Zr( 仿 ,7T) = ker onmZr( 仿 ) 中 的 元 素 将 各 称 为 蕉 
数 是 7 的 p- 上 链 与 po 上 闭 链 . 因 65C 一 !( 用 ) = beC 一 !( 信 )C2Z( 生 ,7T) ， 故 可 定义 特殊 
上 同调 替 oFr( 候 ， 7) 为 


2Zr( 形 ,T)/65C 一 (入 ) ,> > 0， 

eZr( 开 ,T) ，r 一 0， 

其 中 元 素 称 为 o- 上 同 炙 类 我 们 有 时 将 应 用 记号 Z ~ 0( 或 Z: 一 Z2) ,如 果 Z66 “Cr( 信 ,7 
(或 Zi 一 ZE5ocr( 臣 ,7T))， 此 时 称 Z po- 上 同调 于 0 《或 五 与 Z。 上 同 庆 )， 


“Er( 仿 ,7T) 一 | 
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对 特殊 上 同调 二 而 言 有 以 下 由 Thom 重 述 的 所 谓 ”Smith-Richardson 确 列 . 
5Fo( 芒 ,7) 一 Bo( 谍 ) 一 oo( 仿 ,T) 一 .…. 


.Fr( 氏 ) 一 ”yoFr ( 仿 ,T) FrHL( 算 ， T) 一 一 >， Fr+l( 信 ) 一 . (1) 
确 烈 中 的 诸 准 同 构 各 如 下 定义 : 
ap 为 由 对 应 zx 一 mu 所 引出 ,此 处 zx6E Zr( 瑚 ) ， 
有 B。 为 由 对 应 友 一 bomod52Cr( 玉 ,T) 所 引出 ,此 处 5zo6E2Zr( 玉 ,7T)， 
而 “yp 为 由 对 应 z 一 z 所 引出 ,此 处 wE5ZrL( 玉 ,7T). 

屋 ( 仿 ,7T) 与 (人 荡 ,T) 为 有 相同 周期 请 的 两 个 简单 组 而 ?: 必 一 忆 ' 为 一 胞 腔 运 算 子 ， 
与 7,T" 可 交换 。 此 时 ?将 称 为 一 个 组 映 象 而 将 记 作 ?7 〈 息 ,7T) 一 (个 ',T)， 任 一 这 样 的 
映 象 将 自然 地 引出 一 组 准 同 构 

po? : PPr( 仿 7”) 人 pFr( 们 ,7). 
最 见 " 乱 与 上 述 准 同 构 wo,B。 与 ye 等 可 交换 . 

设 空间 党 具有 一 拓扑 变换 T,T 没有 固定 点 而 有 质数 周期 上 .我 们 将 称 〈 党 ,7T) 是 一 
周期 为 如 的 简单 组 。 此 拓扑 变换 7T 在 奇异 复合 形 S(%) 中 引起 一 个 胞 腔 运 算 子 ， 无 固定 
胞 腔 而 有 周期 p, 我 们 将 以 同一 记号 了 荆 表 之 . 此 时 娠 “Er(S(O,T7 等 等 ,将 简 记 为 “Er(X,T)， 
等 等 。 特别 若 儿 自身 是 一 个 复合 形 必 的 空间 , 即 科 = | 人 | ， 且 下 中 无 固定 胞 腔 而 有 周 
期 娟 的 运算 子 卫 即 为 由 空间 入 中 无 固定 点 且 有 周期 的 拓扑 变换 了 所 引起 者 时 ,有 确定 
的 准 同 构 

Ai: 2Er( 信 ,7T) 一 2r( 营 ,7) 
存在 , 因 之 它们 将 直接 地 恒 同 为 一 ， 在 此 时 我 们 并 将 称 组 ( 候 ,T) 与 组 (党 ,7) 是 相关 的 . 

屋 (%,T) 与 (% , 关 ) 是 两 个 有 相同 质数 周期 的 简单 组 而 ?是 入 到 %' 的 一 个 连续 
映 象 ,与 T,T“ 可 交换 。 此 时 了 将 称 为 这 些 组 的 组 映 象 而 记 作 关 〈(%,T) 一 〈 汉 7)， 这 样 
的 组 映 象 将 引起 准 同 构 

了 : er( 宫 ,T”) 一 ?Fr( 营 ,7T). 
特别 , 若 党 一 | 形 | , 铬 = | 锐 | ;( 谍 ,7T) 与 ( 陪 ,) 各 与 (党 ,T) ,( 洛 ,六 ) 相 关 , 双 天 (各 ,7T) 
一 ( 笔 , 六 ) 引出 胞 腔 运 算 子 g:〈 仿 ,TD) 一 〈 习 ,六 ) , 则 组 映 象 将 称 为 与 组 映 象 ? 相关 . 
在 此 时 “ 箱 ,?"g* 与 前 述 确 定 准 同 构 4 可 交换 . 

两 个 组 映 象 基 : (%,T) 一 (和 7) 六 一 0,1， 将 称 为 组 同 伦 的 ， 如 果 以 下 成 立 : 命 
(X X T;T) 为 由 T(x:D) 一 (T(x): 门 ,x6E 和 rzET,， 所 定义 的 简单 组 ， 此 处 T 为 单位 线段 
[0,1]. 则 有 一 组 映 象 g: (X X T;T) 一 (%' ,7T) 使 8E(x,0) 一 所 (2)， #(x,1) 一 访 (x) ， 
xE& 此 时 巨 将 称 为 组 映 象 广 与 六 疝 的 一 个 组 同 伶 . 

简单 组 〈 守 ,7) 将 称 为 简单 组 〈% ,7T) 的 一 个 子 组 ， 如 果 六 是 完 的 一 个 子 空间 ,而 
一 六 /党 〈 委 ,7 的 子 组 (各 ,7T) 将 称 为 〈 洛 ,T) 的 一 个 组 变 状 收编 核 ， 如 果 有 一 组 映 
象 各 : (党 X TT) 一 (党 ,T) 存在 ((% X 了 ， ,7T") 如 前 定义 ) 使， 在 定义 :一 X” 如 
PCx) = 和 (xnszETx EY% 时 ,为 为 剧 同 映 象 而 六 (党 )CY&, 32)CXE,zET。 此 时 映 
象 各 将 称 为 ( 冤 ,T) 到 (党 ,7) 中 的 一 个 组 变 状 收入 . 

以 下 两 定理 可 从 定义 简单 地 推 得 : 
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引 定 理 1 车 两 个 简单 组 间 的 组 映 象 轧 : (%,T) 一 (%',T) 是 组 同 伦 的 , 则 沉 = 
一 ' 他 . 
引 定 理 2， 若 简 单 组 (和 ,7T) 是 简单 组 (%' ,7T") 的 一 个 组 变 状 收 缩 核 , 则 有 
p3: er( 党 人 ) 一 oFr( 各 7) ， 
此 处 玉 (党 ,T) 一 (党 ,T) 系 由 包含 映 象 天 党 C8&' 所 引起 ， 
引 定 理 3*， 对 于 一 个 N 一 1 维 球 SI(N > 1) 与 其 上 无 固定 点 而 有 质数 周期 请 的 
一 个 拓扑 变换 了 而 言 ,有 
FI(CSN-1T) 全 42(SN-1T) 一 7D3(SN-1T) 一 二 PNEN(SN-1T) ~ sy 
7 
DCSN-1 ,7) 一 4FI(CSX-1,7T) 一 2(SN-1.7) ua zwEN-2(SN-1,7) 一 0， 
pvEN-I(CSN-1,T) 一 了， 《2) 
mvEN-ICSN-5T) 一 Zp， 
“Er(CSxT) 一 0，r 过 N， 
其 中 了 Z 为 整数 重 ,， Zx 为 模 丰 整数 至 ,而 
12，N 为 偶数 ， 
1 N 为 奇数 ， 
Er 遇 NV 为 偶数 ， 
人” La，N 为 奇数 ， 





特别 有 靖 王 2 时 ， 
pv 一 1 十 (一 1)x 7T，Pr 一 1 十 (一 1)XT. 

证 ， 取 一 Sx-:! 的 胞 腔 剖 分 , 仍 记 之 为 Sx-!, 使 其 在 了 下 不 变 , 因 而 了 为 此 复合 形 中 的 
运算 子 。 命 2 为 Sx- 中 的 单位 上 类 ， 在 所 有 顶点 上 取 值 1. 则 29" 是 一 - 上 于 链 且 产 
生 so (Sx-1,T) 一 4Z0o(SN-1T) 一 Z， 而 "CSx-1T) = 0。 准 同 构 ws: He (SN-D 一 
<" (CS T) 映 2Z2 的 上 同调 类 为 b(LZ29)。, 此 处 {129}。 指 人 有 d- 上 闭 链 2 的 di- 上 同调 类 ， 

暂 珊 N > 2。 则 由 确 列 (“ 玉 ,万 等 各 为 “CS 一 ,7T)， 太 (CS 等 的 简写 ) 


0 一 B 一 可 一 <- 一 0 

与 已 知 准 同 构 ws 得 五: ~ Z*。 由 确 列 

0 三 ' 碳 "一 4! 一 万 ! 一 0 
得 五 = 0, 最 后 由 确 列 

Zr 一 Pr 一 Er+l 一 Pr+l 
得 "人 一 250<r<N 一 2. 合 之 得 (2)1 一 (2):. 此 处 Wz2(CN=2 的 情形 是 不 足 
道 的 ). 

次 由 确 列 Ex 一 (一 2Z) 一 “BY 一 一 2HX(=0) 知 “> 一 窍 能 为 0, 或 Z 或 革 一 Zkt > 1 
仍 暂 屋 N > 2，, 而 考察 确 列 
Ex-2( 一 0) 一 evwHN-2(mZ -2 FwEN-I 一 EN-I( 一 Z) 一 PEN-1 一 mvEN( 一 0). 





” 锋 际 上 从 Lefschetz 的 定理 可 知 >2 时 XN 必 为 偶数 ,但 这 一 点 我 们 并 不 需要 ， 
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有 B 是 一 同 构 入 , 故 zwEx-! 能 为 某 一 Zk ,> 1. 于 是 必 有 Y = 0. 由 此 得 B: “vB = 
mvPFN-I ~Z 而 wu: EX- 一 EN 一 Z。 这 证 明了 N > 2 时 的 (2); 与 (2)5。 今 届 N = 2 
而 考察 确 列 
Fe( 一 Z) 定 (二 2) 一 下 人 下 (一 2Z) 二 < 下: 一 52( 一 0). 

: 研 含 有 子 下 “Ho%/aB0 二 Zo， 故 蒂 能 为 某 一 Zk，A > 1.。 于 是 与 前 同样 有 7Y = 0 而 
xi: 下 全 4 一 DT 一 4D0/auP0 一 ZI 这 诈 明 了 N 王 2 时 的 (2)4 与 (2)5。 

(2)e 显然 , 故 定理 已 完全 证明 . 

附注 由 证 明 可 知 

a 一 apN: PN-ICSN-D 一 owDN-ICSN-LT) 一 DZ 

故 若 Sx-! 定向 而 以 己 x-! 为 HA-! (SN-D 与 此 定向 相当 的 母 素 时 ，w ( 己 x-0 为 
evEw-!(Sw-L,T) 的 一 个 确定 的 母 素 ,将 记 作 “ww-:(Sw-1,7T) ,此 处 Sw-: 表 有 确定 定向 的 球 
Sx-!， 车 Sw-! 改变 定向 , 旭 rwBx-!(Sw-L7) 将 改变 记号 . 


$ 2. 一 个 空间 的 和 烙 化 积 
对 任 一 空间 X 与 任 一 质数 请 命 YU 为 和 的 乡 重 狗 化 积 ， 序 尹 重 拓扑 积 XX ,XXX 
除去 对 角形 Ay 后 的 空间 ， 命 Try 为 舍 中 的 巡 肖 变换 ,定义 如 


Tx(xi， 0 )%p) 人 (xz， 全 )%p3M%i1) ， (xi， 证 向: Xp) 了 是 
于 是 〈%* ,Tx) 为 一 简单 组 。 我 们 将 芙 
“7 (%Tx) 一 “站 (X). 
命 RY 为 一 Y 维 的 欧 氏 空间 . 在 RY X .… X RY 中 试 考 子 空 间 。,w，, 后 者 具 一 切 满 


s 的 


力 户 
足 冯 和 一 0，Y|%| 一 1 的 向 量 组 (xyxp) 所 成 ;此 处 ER 而 |x| 指 Ry 中 向 


zi 一 1 一 1 


量 * 的 长 度 ， 显 然 志 ovw C (RN) 而 为 一 人 一 1) N 一 1 蕉 球 ， 双 了 一 Taw 亦 为 己 ,v 到 
自身 的 一 个 拓扑 变换 , 因 之 ( 立 ,w;T) 为 〈《(Rx)* ,7T) 的 一 个 子 组 。 下 述 定 理 在 作者 所 发 
展 了 的 实现 理 葵 中 占 基 本 地 位 ,以 下 为 一 简单 的 证 明 ， 

定理 1 (,vw,T) 为 〈((RY),T) 的 一 个 组 变 状 收缩 核 . 

证 ， 视 积 空间 RY X .…… X RY 为 一 bpNV 灯 欧 氏 空 间 Re 而 命 0 为 其 原点 ，AX 为 积 


7 








户 
空间 的 对 角形 ,由 以 下 线性 方程 组 所 定义 : 
入 一 。。 一 0%p， (xi “Mop) E RN。 
对 任意 点 YEAY, 命 P. 为 Retx 中 过 点 xz 而 与 线性 子 空 间 AY 完全 垂直 的 (p 一 1) 和 维和 线性 
子 空 间 ， 命 S& DDN- 为 P。 中 以 x 为 中 心 的 单位 球 而 也 为 所 有 这 样 的 球 Se-Dx-1 的 和 集 ， 
xEAN。 显然 对 任意 xEAY 有 T(S-Dx-) C Se NI 因 之 (SN-1,T) 与 (OUT) 此 为 
((&N)# ,7T) 的 子 组 。 易 见 (SY-Dx-1,T) 与 (Zr,w)T) 重合 ， 盖 任 与 SY-Dx-! 中 一 点 x 一 
六 


一 (xi xp)， 此 处 ER 时 ,有 ， | 一 1 而 对 任意 点 y 一 (e……e)EAN， 此 处 
= 
ee Rw,， 有 数 积 x.y = 0。 由 此 得 对 me 十 …: 十 ze 一 0, 此 处 <ERw 任意 ， 因 之 




















we 
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说 十 …' 十 xp 一 0， 而 xEZovw。 反之 亦 然 。 因 之 局,v = Sr-DN-!， 而 组 (之 v,T) 与 
(CSY-Dx 一 ,7T) 相 重 合 . 
对 任意 点 xE (RN)* 命 x(x) 为 x 在线 性子 空间 Ax 上 的 正 交 投影 。 命 g(x) 为 从 


F(x) 习 |x 的 牢 射 线 与 S8%a ”的 交点 。 将 xz 沿 联 转 zx 到 g(x) 的 线段 依 线 性 移动 ， 可 内 


组 (DT,T) 为 组 ((Rx)* ,7T) 的 一 个 组 变 状 收缩 核 。 所 有 的 球 Sy-DN-1! 在 对 应 y 一 y 一 和 
之 下 与 So) 一 同 拓 ， 此 处 yES 一 ， 而 x 一 xx(y)。 对 所 有 xEAY， 负 将 任意 点 
yESe-Dx- 沿 联结 7 与 y 一 xESe-x- 的 线段 依 线 性 移动 , 邹 得 一 (0,T) 到 (SY-Dx-L7T) 
的 组 变 状 收 缔 . 合 此 两 移动 ， 邹 知 (S#-Dx-1,T) 亦 郎 (Z,w;T) 为 组 (( 和 v)* ,7) 的 一 个 
租 变 状 收 给 核 。 这 诈 明 了 定理 . 

给 出 〈(&x)# ，7) 到 (Zoow， 7T) 的 组 变 状 收缩 的 移动 F: (RN)*X 一 (gx)* 亦 可 
明显 地 表示 之 如 次 。 对 任意 yx = (xi …… 和 E (RN) 命 0 一 1/b(x 十 .… 十 xp)， 于 





是 =(z) 一 (0。，…;02)， 而 g(z) = r(z) 十 于 (一 x(z)), 此 处 刀 一 \ 人。 
为 * 与 (xz) 在 Rex 中 的 距离 . nn 序 可 表示 如 下 : 


PE 十 由 1) + 1| (xx 一 rr(xz))，0 扫 ix 人 
F(x:z) 一 1 
[ro + 了 G 一 mr9) 一 (一 D.x9, 二 <i<l 

其 中 x6E (RN)z。 

因 ,v 的 维 数 = (人 一 1)N 一 1, 故 得 以 下 : 

推论 1， “ 彰 wCRY) = 0， > > 人 一 1)N. 

如 [3] 与 [4] 中 所 示 , 许 多 Van Kampen，Whitney 与 Thom 关于 实现 的 定理 缘 为 p 一 2 
情形 下 的 上 述 推 花 的 后 果 , 在 上 述 诸 文中 , 井 信和 输 出 以 上 推 葵 的 其 他 证 明 . 

在 pb 一 2 时 ,上映 象 (xz) 一 M 2 输 出 Zw 到 RY 中 单位 球 SX-! 上 的 一 个 拓扑 映 
象 且 使 忆 v 中 的 巡 通 变换 T: (xx>) 一 (xxi) 转变 为 SX-! 的 对 极 映 象 了 。。 因 之 易 得 

推论 2 “应 DCRY) 一 “B(S> To)， 同 构 关 系 由 映 象 思 (RS)# 一 Sx-! 所 引出 ， 此 
处 ;xiyo) 为 过 Rx 原点 而 与 自习 至 因 方 向 平行 的 守 射 线 与 SN-: 的 交点 . 

命 Rw 为 具有 某 一 确定 定向 的 空间 Rw, 于 是 ((o 一 D)N 一 1) 蕉 球 Zv 亦 有 一 确定 定 
向 , 因 之 由 $ 1, 决 定 了 “Cd-Dx He APzwT) 中 一 个 确定 的 母 素 “oo-DNBOC -DON-I(ZywT) ， 
此 处 zt 为 具有 如 下 定向 前 空间 ,w:， 定向 如 Rx 的 对 角形 Ay 入 以 定向 的 ztw 应 欠 
出 积 空间 RN X .… X _Rx 的 定向 ,此 处 每 一 Rw 都 定向 如 Rw， 如 


ww 一 


2 (人 NT) 一 ((RN* 7) 为 包含 映 象 , 则 类 
(证 ) -1 -DBG-DN-L (tw ,TD)E “ebx 让 bnN-I (CRY) 





以 后 将 记 为 


“de-DNBUTDN (RN) [4 人 TD)N 一 1 (RN)， 


注意 若 RY 的 定向 有 改变 , 则 “de-Dv8 上 > CRw) 在 如 一 2 时 改变 妈 号 ,而 在 > 2 时 苦 
无 改变 ， 
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今 定 向 Ry 中 的 单位 球 S"” 使 与 R" 的 定向 协 合 , 则 显 有 
“NBW (Sw-5T.) 一 v6i” CR) ， 
其 中 关 ((RM)7 TD) 一 (S 一,Ta) , 朗 推 葵 2 中 的 映 象 。 而 Sw-! 为 与 Rw 有 协 合 定向 的 球 


SN 一 1 


$ 3. 一 个 空间 在 另 一 空间 中 的 实现 


一 个 空间 将 称 为 是 可 以 实现 于 另 一 空间 Y 中 的 ， 如 果 有 一 X 到 Y 中 的 连续 映 象 使 
空间 X 与 大 X) 在 映 象 下 同 拓 . 两 个 X 到 Y 中 的 实现 jg 将 称 为 是 同 痕 的 ， 如 果 有 连 入 
映 象 下 : X XT 一 YY 使 定义 已 :X 一 YY 如 已 (x) 一 FFOxt)zET 一 [0， 1]， xcEX 时 , 每 
一 玉 是 X 到 Y 中 的 实现 且 丽 三 已 三 g。 此 时 映 象 下 将 称 为 jg 间 ( 或 从 三 到 8g) 的 一 
个 同 痕 . 

如 果 六 和 一 Y 是 一 个 实现 ， 则 对 每 一 质数 bp, 将 引起 一 组 映 象 加 : ( 千 ,Tx) 一 
(?,Ty)， 定 义 如 

7(x xp) 一 (fx) jxp))，(xa xp) EX 
因 之 有 一 组 准 同 构 
" 芒 : 人 调 ((Y) 一 “再 (ZX). 

定理 2. 准 同 构 “ 色 为 X 到 Y 中 的 实现 的 同 痕 不 变量 ,换言之 , 对 任 两 X 到 Y 中 同 痕 
的 实现 与 g, "大 与 "名 重 合 . 

证 ， 命 F: X X T 一 Y 为 两 实现 j 与 8 间 的 一 个 同 痕 。 于 是 名 ((x xp) 一 
一 (F(xi 站 FE(xpt))， 此 处 (xxp)ESz zzET, 定义 了 组 映 象 为 与 2 间 的 一 个 
租 同 伦 。 故 定理 可 从 $ 1 中 的 引 定理 1 得 出 . 

特别 取 Y = RN, 则 根据 $ 2 中 定理 1, 可 得 上 述 定 理 2 的 诸 推 荐 如 下 : 

定理 3， 车 空间 X 能 在 一 六 维 的 欧 氏 空间 Rv 中 实现 , 则 必 有 

“ 疗 ()(X) 0，r 志 (一 1)N， 

定理 4 上 类 “co-Dv6t DDN- (X， 丰 ) 一 -DDN (一 DNBt DDN: (CRw) 为 和 X 到 RN 中 实 

现 了 的 同 痕 不 变量 , 郎 对 任 两 X 到 Rx 中 的 同 痕 的 实现 与 g, 有 
“Ge-Dx6BT DDN- (X 四 一 o-Dv6B TDN-I (X，g)， 

其 中 Rnw 为 具有 一 确定 定向 的 欧 氏 空间 Rx， 

定义 。 洲 1 为 空间 和 X 到 | RY 中 的 一 个 实现 , 则 上 类 

“co-DNB@ 人 TDXN-! (和 ， 力 We 《Ce 一 DN7 po-bwBEBTDN-ICRN) 

将 称 为 X 到 | RY 中 的 实现 了 对冲 > 所 与 定向 而 言 的 同 痕 类 , 

附注 . 在 bp 三 2 时 ,我 何 也 将 使 用 记号 

wa (X 力 一 v9fF 一 (X). 


$ 4 复合 形 的 线性 实现 与 线性 同 痕 


命 K 为 一 有 限 的 单纯 复合 形 , 观 作 某 一 维 数 充分 高 的 欧 氏 空间 中 的 一 个 欧 氏 复合 形 。 
玉 的 空间 将 到 作 | 天 |。 疙 中 捕 个 单 炖 形 (cu ap) 所 成 的 组 将 称 为 非 对 角 性 的 ,如 果 没 
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有 一 个 天 的 顶点 属于 所 有 这 名 个 单纯 形 ， 虽 然 这 些 单 纯 形 中 的 少 于 请 个 可 能 有 公共 的 顶 
点 。 对 每 一 请 可 作 天 的 一 个 如 重 锡 化 积 Rt , 由 尹 重 积 复合 形 及 X .… X 天 中 的 一 切 胞 


太 
腔 cl X .…… X as 所 组 成 ,此 处 (ci,…… ,as*) 是 一 个 非 对 角 性 组 ， 在 | 玉 | 中 的 巡 肖 变换 
Tizl 将 引起 一 必 * 中 的 胞 腔 映 象 Tx, 由 下 式 所 定 : 
Txz(O X 。。X Co) 二 (一 14meaimeottdmopo X .。，X 2 X 而 : 
对 一 质数 加 而 言 我 们 将 蔷 
“HHr( 玉 >,Tx) 一 “让 ( (天 ). 

以 下 定理 便 在 [3] 中 给 出 : 

定理 5 设 ?为 一 质数 。 则 简单 组 〈| 信 | ,Tixl) 为 简单 组 (| 人 上,TizD 的 一 个 组 变 
状 收 适 核 , 因 之 有 确定 的 同 构 

?7 : “站 ((| 天 |) 一 “各 (K)。 
对 任 一 | 玉 | 在 一 定向 Rx 中 的 实现 1 我 们 将 苇 
?7 “0 从 2 (| 天 | ) 力 一 “0N8 价 5 (天 ) 力 ， 
而 在 b = 2 时 ,也 使 用 记号 
“wb (民力 一 “wef (天 )，. 
定义 。 上 类 
“ce-DN8 久 PXI ( 开 力 E?emDx 再 芥 Dx-( 民 ) 
将 称 为 复合 形 玉 在 定向 Rv 中 实现 / 的 同 痕 类 . 
一 个 | 天 | 到 RY 中 的 连续 上 映 象 将 称 为 复合 形 玉 到 Ry 中 的 一 一 个 线性 映 象 ， 如 果 
j/|c| 对 天 的 每 一 单纯 形 c 而 言 都 是 线性 的 。 一 个 | 玉 | 到 Rx 中 的 实现 / 也 将 称 为 一 个 复 
合 形 天 到 Rv 中 的 线性 实现 ,如 果 j 也 是 天 到 Rv 中 的 一 个 线性 映 象 ， 所 有 | 天 | 到 R 的 
连续 映 象 所 成 的 集合 Cw( | 天 |) 在 下 述 通常 的 度量 之 下 成 一 度量 空间 : 
Z(f;g) 一 .max 4(f(x)， g(x))， fgECxw(| 玉 |)， 
此 处 4(y,z) 指点 y,z6E RYX 间 的 距离 。 记 Cx(| 玉 |) 中 所 有 线性 映 象 (或 线性 实现 ) 所 成 
的 子 空 间 为 DZxw( 开 ) (或 Tw(KE))。 易 见 对 fgELw(K) ,dfg) 等 于 对 一 切 玉 的 顶点 ea 而 
言 , 诸 距离 L(f(e) ，g(e)) 中 之 最 大 者 . 

设 已 与 j6 Tw(K)。 对 居中 任 一 对 非 对 角 性 的 单纯 形 cr 命 for > 0 为 点 集 帮 |cl) 
与 帮 |r|) 间 的 距离 ， 邹 一 切 距 离 ZL(x,y) 的 最 小 值 ， 此 处 xEH(|cl),y6E 帮 (|r|)。， 这些 
数 fo,* 中 的 最 小 者 也 > 0 而 将 记 之 为 81。 

定理 6. 集合 Tw( 开 ) 在 空间 ZLw( 开 ) 中 是 开 的 . 

证 ， 车 Tx(K) 是 空 集 ， 则 不 需 任 何 证 明 。 相反 假 届 j6 Tw(KR) 是 玉 到 RY 中 的 一 个 
线性 实现 。 献 考 使 x(1,5) < 二 67 的 任意 玉 到 Rw 中 的 线性 映 象 gE ZLw (K)。 我 们 将 和 
SETN(K) . 

为 此 , 先 注意 对 玉 中 任 一 对 非 对 角 性 的 单纯 形 c, r 而 言 , 点 集 g(|c|) 与 g(lr|) 必 不 
相遇 。， 盖 对 任意 点 xE |cl ,y6 |r|, 有 dg(x):g(7)) P af) :fy)) 一 afCx)，g(Cz)) 一 
一 df() ,sg(y)) > 61 一 2d(fg)>0。 由 此 知 对 每 一 5 上 6 天 ，g/a 为 一 不 退化 的 线性 映 象 . 
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因 之 若 对 wx 头 y6E| 玉 | 有 g(x) = g(y)， 则 xy 将 分 别 在 具有 公共 顶点 的 两 不 同 单纯 形 
5G 关 YY 的 内 部 。 命 0 为 cr 的 一 个 公共 顶点 ， 而 以 ca,r 为 其 相对 的 面 。 从 g(0) 至 
g(x) 一 8g8(y) 的 守 射 线 1 将 与 g(|lca|) 以 及 gr 1) 相遇 . 假 届 1 先 与 gc 1) 相遇 于 点 x 
(或 与 g(la1),g (|) 同 遇 于 点 思 ), 则 xi=s (nlc| 与 2 一 gs (nlr| 具有 性 质 
扩 天 Meatelr| 而 g(x =gGO0D)。 点 偶 (x,y) 因 之 可 易 以 点 偶 (xiyyD , 后 者 各 
位 于 单纯 形 的 内 部 ,其 维 数 之 和 较 前 为 小 . 依 此 进行 最 后 即 可 得 一 点 偶 迪 尖 y6E| 开 |; 各 
在 一 对 天 的 非 对 角 性 单纯 形 的 内 部 。 但 前 已 指出 这 是 不 可 能 的 。 因 之 * 关 >y6 | 天 | 和 藉 合 
g(Cx) 夭 g(y) 而 有 8g6ETxw(K)， 如 所 和 欲 证 . 
玉 到 R> 中 的 两 个 线性 实现 fj, 8g 将 称 为 线性 同 痕 的 ， 如 果 有 一 jg 的 同 痕 忆 存在 ,此 
处 下 为 积 复合 形 M = 玉 X T 的 某 一 单纯 剖 分 M' 到 Rx 中 的 线性 喘 象 。 显然 线性 同 痕 
为 一 等 价 关 系 , 同 样 也 显然 和 也 与 玉 X 工 的 剖 分 可 如 此 选择 , 使 其 以 及 X (0) 与 玉 X (1) 
为 子 复合 形 . 
定理 7 若 1 为 天 到 RY 中 的 一 个 线性 实现 , 则 任意 与 了 充分 接近 的 线性 实现 eg 〈 阴 


确 言 之 2(f,g) < 六) 必 与 了 线性 同 痕 . 
证 ， 据 定理 6 的 证 明 可 知 对 任意 使 L(j,g) < 6 的 任意 gELNK) 必 有 8g ETwCK)， 


试 考 任 一 这 样 使 z(f,g) < 二 5 的 线性 实现 gk Tvw (K)。 我 们 将 证 g 与 了 线性 同 痕 ， 为 


此 ; 命 玉 的 顶点 为 ma …,a。 定义 万 : | 天 | 一 Rx 为 一 线性 映 象 使 六 ai) = ga) ,j < 
时 ,而 户 (oj) = (ai ,1 > 时 ， 则 显 有 4f, 记 ) < 二 57， 因而 诸 妃 都 是 天 到 R" 中 的 炉 性 
实现 。 今 定义 丽 : | 玉 | XIT 一 RN 如 下 ， 取 一 玉 X 工 的 单纯 映 象 Ki 使 其 顶点 为 (oj) X 
(0), (ap) x (1) (一 切 旋 与 (cb) X 亿 ) (一 切 丰 尖 ， 但 此 外 不 再 有 其 他 项 点。 于 是 
天 为 天 "到 RN 中 如 下 所 定 的 线性 映 象 : 

Ri( Co) x 吉 )) = 玉 ((o) x (0)) = 丽 ((o) x (1D) 一 万 (oD) 少 尖 记 ， 
而 (jh 和 放 ) 》 

Fi((ai) X (0)) 三 filez) FECCcz) X (1)) = 大 (ei)， 

易 见 玉 为 万 ;与 亡 间 的 一 个 线性 同 痕 而 诸 丽 , ,PP 欠 出 了 一 个 了 与 间 的 线性 同 痕 ， 
如 所 和 欲 证 . 

定理 8， 命 了 为 玉 到 Rxw 中 两 个 线性 实现 /与 8 间 的 一 个 线性 同 痕 ， 因 而 下 是 
M = 天 X 的 革 一 单纯 剖 分 M' 到 Rx 中 的 一 个 线性 映 象 ,于 是 任 一 与 玉 在 LwCM') 的 拓 
扑 中 充分 接近 的 M' 到 Rx 中 的 萎 性 映 象 玉 也 是 一 个 黎 性 实现 六 与 8 间 的 线性 同 痕 ， 此 
处 矿 (x) 王 FGz;0)，g (xz) 一 F(z,1)，x6E| 开 |. 

证 ， 必 = 为 |M| 到 7 上 的 投影 。 对 任意 M' 的 点 z 将 置 如 一 r(z)。 今 定义 一 
1M| 到 Rwri = RY X 工 中 的 映 象 瑟 为 下 (xz) = (Fo)，tz),x*e MI， 此 处 工 为 直 续 
一 o <*< + oo. 因 下 是 M 到 Rn 中 的 一 个 线性 映 象 , 故 巨 显 为 一 M' 到 Rx+i 中 的 线 
性 映 象 。 双 因 下 是 一 个 到 Rw 中 的 同 痕 ， 故 互 是 一 个 到 Rwti 中 的 线性 实现 。 取 定 
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6 一 6 >0 使 任意 满足 ZLCF ,7) < 到 6 的 M 到 R” 中 的 线性 映 象 必 是 M 到 R” 中 


的 线性 实现 。 今 考虑 任意 使 <(F:F) < 二 8 的 M 到 RY 中 的 糖 性 映 象 玉 。 定义 
玖 : 1M | 一 RN+1 为 FF (x) (CF (x) 和光 雪 |M |. 则 有 
d( 下 ,FF) me 人 d(CF(Cr) ,FE (xz)) 人 2el0 d(CF(Cx) tr) (CEF(Cx) ytr)) 


一 max dCF(x),F (xz)) 一 CCF,F) 天 十 沪 
xElM'| 之 


因 之 天 为 一 M 到 Rx* 中 的 线性 实现 ， 由 此 邹 得 严 为 了 ;g 间 的 一 个 线性 同 痕 而 定理 得 
证 ， 


$ 5. 线性 实现 的 正规 倘 


如 前 设 玉 是 一 个 维 数 充分 高 欧 氏 空间 中 的 有 限 单 纯 复合 形 。 两 个 玉 到 Rx 中 的 线性 
实现 〈 或 线性 映 象 ) 九 8 对 于 天 中 一 对 非 对 角 性 的 单纯 形 ac,r 将 称 为 正规 的 ， 如 果 
GDf(lcl) 与 所 |r|) 不 相遇 , g(lcl) 与 gr|) 亦 然 , 双 (ii) 对 任意 点 xEjlcl,yejr|， 
联结 g(x) 与 8(y) 的 直线 不 与 联结 fx),f(y) 的 直线 平行 。 天 到 R> 中 的 两 个 线性 实现 (或 
线性 映 象 ) 户 g 将 称 为 对 天 是 正规 的 ,如 果 写 们 对 天 中 任意 一 对 使 dmaz 十 dimr 和 N 一 2 
的 非 对 角 性 单纯 形 c, r 而 言 都 是 正规 的 . 

引 理 1， 车 (f,g) 是 有 限 单 纯 复 合 形 玉 到 Rx 中 的 一 对 正规 的 线性 实现 (或 线性 映 
象 ) , 则 在 DZx( 天 ) 的 拓扑 中 任意 一 对 与 jg 充分 接近 的 线性 实现 〈 或 线性 映 象 ) 也 是 正规 
的 ， 

钰 ， 此 由 定义 直接 得 知 . 


引 理 2， 让 天 为 由 两 不 相遇 单纯 形 ca = (ao…'ap))r 一 (20…… pe) 以 及 其 面 所 成 的 复 
合 形 。 屋 刀 g 为 玉 到 RX 中 的 两 个 线性 实现 (或 线性 映 象 ), 此 处 Rx 的 维 数 NW 之 bp 十 4 十 2. 
车 f, g 对 不 相 遇 单纯 形 a 与 三 (加 … ba) 而 言 是 正规 的 ， 则 在 蕊 2o) 的 任意 近 傍 必 有 
点 加 存在 使 定义 一 玉 到 RY 中 的 线性 实现 (或 线性 映 象 ) 六 如 fei;) 王 大 ai) (27) 一 大 0)， 
1 尖 0 而 太 b) 一 加 时 ,fg 对 (csr) 而 言 是 正规 的 . 

鲈 ， 由 假 届 g(|c|) 与 g(1 和 |) 不 相遇 . 因 Nz>pbp++a4 十 2, 故 无 损 于 普 逼 性 而 不 妨 
假定 ,至 多 对 g() 作 一 微小 移动 , g(|c|) 与 g(|r|) 也 不 相遇 。， 对 x6Ejlcl,y6ejlr| 命 
Z.,y 为 过 1(x) 而 平行 于 g(x) 与 g(y) 联 线 的 直线 .已 与 xE|cl)se16|,1 背 > 0， 命 
Ms se 为 满足 pz 十 (1 一 站 1(z) EL 的 一 切 点 wxE RN 所 成 点 集 ;, 此 处 y = pa 十 (1 一 门 z。 
于 是 M-,:* 为 有 实数 < 存在 使 


pt 十 《1 一 jp)1(z) 一 fx) 一 c[g(y) 一 gCx)] 
或 zw 一 元 [Ag(i) 十 (1 一 ug(Cs) 一 gz)] 一 二 [Gl 一 jj 帮 (zx) 一 jx)] 
的 一 切 点 zx 所 成 的 点 集 。 一 切 M::= 的 和 集 M 易 见 为 一 维 数 和 bp 十 g 十 1< 的 点 集 ， 
因 之 任意 接近 于 g(z) 可 取 28M 且 使 三 为 一 线性 实现 时 ,由 (ci) 三 帮 ciz) (2 一 大)， 
1 尖 0 而 jb) 一 负 所 定义 的 线性 映 象 帮 也 是 一 个 线性 实现 . 车 j,g 对 or 而 言 非 正规 
的 , 则 将 有 >x6 |c|l,y6 |r| 使 联结 了) = ffx) 与 六 (7) 的 直线 平行 于 联 辕 g(x) 与 8(Cy) 
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的 直线 ， 或 序 站 (>)EZL-y。. 由 假 届 jg 因 之 jg 对 ac, 是 正规 的 ， 因 之 姓 |6|。 故 
有 :El 与 上 使 1 疡 Apz>0 而 y=pni 二 (1 一 由 xz。 于 是 将 有 六 (>) = pb 十 
十 (1 一 上 jz),EZry 或 26EM:CM, 此 不 可 能 . 故 妨 g 对 ayr 而 言 是 正规 的 ,如 所 和 欲 证 . 
定理 9， 在 ZLx(K) 的 拓扑 中 ， 任 意 接 近 于 两 个 玉 到 RY 中 的 线性 实现 必 有 天 到 RX 
中 正规 的 线性 实现 1 ,g 存在 , 且 i,g 各 与 f,g 线性 同 痕 ， 
证 ， 疏 s>0 已 输 ， 玻 6>0 具有 下 述 性 质 :对 任意 久 g 《Znw(K)， 自 须 zfF) < 5， 


d(g;8g ) < 5， 即 有 jg ETw(CK) 且 六 sg 各 与 fg 线性 同 痕 , 例 如 6 = min (ao， 二 6z 


〈( 见 $ 4 的 定理 6.7)。 今 将 玉 中 单纯 形 排 成 次 序 
do 天 G<'…' 飞 0r， 
使 维 数 低 者 在 前 , 此 外 任意 ， 屋 玉 ; 为 由 开 的 单纯 形 coyal az 笃 委 7) 所 成 的 子 复合 


形 。 今 依 灵 定 义 玉 到 Rx 中 的 线性 映 象 方 使 dj 从 < min (te,: 二 。)， 而 万,g 对 大 ;而 


言 为 正规 的 如 次 . 取 九 一 1 此 处 刀 与 8 对 Ko 一 (co) 而 言 自然 是 正规 的 。 假设 九 ) 轧 ;………， 
帮 -1 已 定义 而 满足 所 要 求 的 条 件 ， 命 w 为 ai 的 任 一 顶点 。 由 前 面 的 引 理 可 在 Rx 中 取 一 


点 j 使 <(aiyai) < min (es 江 3 且 使 定义 玉 到 Rx 中 的 线性 映 象 为 廊 (w) = ai 但 对 
其 他 顶点 az 有 方 (e) = 力 -i(e) 时 ， 方 ;8g 对 玉 ; 而 言 是 正规 的 。 炎 续 进行 最 后 可 得 一 映 象 
了 王族 使 六 g 对 天 ,一 玉 而 言 是 正规 的 且 ZL(f,j 太 ) 反 忆 dfF-i 态 ) < min(6,86)。 于 是 二 
与 8 一 8 邹 满 足 定理 的 要 求 . 


附注 。 从 证 明 可 知 定理 仍 然 真 实 , 如 果 在 其 中 易 和 线性 实现 为 线性 映 象 ,只 须 在 此 两 映 
象 下 的 玉 中 一 切 顶 点 的 象 都 在 一 般 位 贰 . 


$ 6. 一 对 和 线性 实现 的 同 站 类 


命 RN+I 为 积 空间 RX X 工 , 此 处 工 为 一 直线 一 oo < zx < 十 只。 子 空 间 RY X (2) 将 
记 为 Ry.、 对 任意 空间 X 与 任 两 X 到 RY 中 的 连续 映 象 jg 定义 :XXXT 一 Rstl 使 
F(CX X())CRI FEF(Cz ,0) 王 (fx),，0)，FGxy,1) 一 (gx)，1) 而 下 上 映 (x*) X 工 为 连 千 
F(x,0) 与 F(x,1) 的 直线 ,此 处 xEX.。 :此 映 象 了 将 称 为 由 思 g 所 协定 的 . 

今 屋 RY 已 定向 而 Rxtl 定向 如 积 空间 Rx X 工 , 此 处 工 依 * 的 增加 定向 ， 设 天 是 一 
有 限 单纯 复合 形 如 前 ,而 fg 是 玉 到 Rx 中 对 天 而 言 是 正规 的 两 个 线性 实现 。 于 是 对 协定 
映 象 F:| 开 | X 工 一 RX+i 而 言 点 集 RCIE| X Z) 与 必 7| X Z) 不 相遇 ,此 处 和 X 7 是 二 
重 锡 化 复合 形 Rb = 全 * 的 任意 N 一 2 蕉 胞 腔 S X 7。 盖 珊 不然, 将 有 点 xE 16|,y6E 17| 
使 FC(x) X 工 ) 与 F((y) X 工 ) 彼此 相交 于 是 联结 F((x*) X (0)) 与 F((y) X (0)) 的 
直线 将 与 联 千 F((*) X (1)) 与 FCCG) X (1)) 的 直线 平行 ,因而 联结 fx) 与 jy) 的 直 
线 将 与 联结 g(x) 与 g8(y) 的 直线 平行 , 与 刀 g 的 正规 性 假 届 相 违 。 由 此 知 对 R* 的 任意 
N 一 1L 维 胞 腔 c X r, 点 集 |6F(c xX 站 | 与 |FGr X )| 是 不 相遇 的 , 点 集 |FGa X 站 )| 
与 |6F(r X IT)| 也 是 不 相遇 的 。 于 是 对 Rx+l 的 上 述 定 向 而 言 , 作为 Rxt+l 中 两 个 奇异 链 
的 F(a X DT) 与 Fr X 7T), 有 明确 的 相交 指数 ， 因 之 可 定义 一 复合 形 Ke* 中 的 N 一 1 维 
上 链 9351 如 下 : 
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OPza XTr) 王 0(FGGXT),FGr X7T))， (1) 
此 处 ac X rz 为 天 * 中 任意 N 一 工 维 胞 腔 ， 而 记号 多 表 定向 Rst+l 中 的 相交 指数 , 命 IK 如 
前 为 玉 * 中 的 下 述 胞 腔 映 象 : 
Tx(a X 7T) 一 (一 1)4imodimrr Xa，a XTE 有 天:， 
而 DBN 为 运算 子 
pw 一 1 十 (一 1)x-TK， 
于 是 对 R*# 中 任意 N 一 1 维 胞 腔 a X r, 有 
pv 017(a XT) 一 钛 ?pv(a XT) 一 
ai OPzl(c X r) 十 (一 1)Nritdmodinrgctr X ca) 一 
一 信 (FGaG X T);,FGr X T)) 十 (一 1)Nritdmodnr gb(FGT X 门 ,Fa X. 站 ) = 
一 (一 1)Gime+DdimrtD .的 (FGr X T),FGa X 7T)) 十 
十 (一 1) mos 俯 (PCT X T)PCI XI 二 0， 
最 后 等 号 由 于 dim a 二 dim r = N 一 1， 再 者 ,对 任意 六 维 胞 腔 < X 76 关 * 有 
6 pfz(eX2) 一 四 (058 X 2) 十 (一 1)4m 扩 TS X 67) 一 
一 甸 (F(6S X TD)，FGI X ID) 十 (一 1)” 和 扩 (CFGE X TD Foz X ). 
因 1,g 此 为 线性 实现 , 故 |F(GE Xe6T)| 与 |F(7 X DZ)| 不 相遇 ， 同样 |F(SX IT)| 与 
IF(7 X 97) | 也 不 相遇 故 最 后 的 等 式 可 简化 为 
6pf3EXD 力 一 甸 (OFGE X 站)FGOI X 站 D) 十 (一 D47 0CFGEGXD);eFC X D) 一 0.(2) 
由 此 知 久 了 为 玉 * 中 的 一 个 pv 上 于 链 ,我 们 将 称 之 为 正规 线性 实现 偶 jg 的 同 痕 上 闭 链 . 
扩 z 的 pw- 上 同调 类 将 称 为 正规 侦 jg 的 同 痕 类 而 将 妈 之 为 “wy71L(KR)E ev 订 NI (天 )， 
附注， 即使 〈f,g) 只 是 一 个 正规 的 线性 映 象 偶 ， 只 须 对 任意 R* 中 的 N 一 1 维 胞 腔 
5I Xzr: 帮 cl) 与 搬 |rl) 不 相遇 ,而 g(lc|l) 与 glrl) 亦 然 , 则 pw- 上 并 链 扩 了 1 仍 可 由 
(1) 所 完满 地 定义 。 所 有 论证 中 唯一 须 改动 之 处 为 5077 = 0 的 证 明 。， 事 实 上 ,对 任意 
N 蕉 胞 腔 $ X 76 KR*， 容 易 验 得 
gCFGCSEX 89T),FGI X IT)) 三 0 (Cg(E),g(7)) 一 允 (FE) ,7))， 
与 1(CFGE X 站 )FOOI X 9D) 一 (一 1)4m9t [多 (g(E),g(7)) 一 人 (KE) ,77)7]， 
此 处 几 表 定 向 R> 中 的 相交 指数 ， 由 此 知 (2) 仍 然 惧 确 . 
由 4$5 的 定理 2, 任意 接近 于 天 到 R" 中 的 线性 实现 jg, 都 有 天 到 Rx 中 的 正规 线性 
实现 了 与 8 存在 ,各 与 jg 线性 同 痕 .。 对 于 上 类 “w88 2 (天 ) 我 们 有 
定理 10.， 起 fg 是 天 到 R" 中 的 一 对 线性 实现 。 则 对 天 到 Rx 中 任意 各 与 fg 线性 
同 痕 的 正规 线性 实现 fg 而 言 , 同 痕 类 “v8% ( 玉 ) 与 所 择 正 规 侦 了,g 无 关 . 
证 ， 先 注意 车 (fg ) 与 ( 关 ;g") 是 玉 到 Rx 中 两 对 正则 的 线性 实现 ， 使 了 ,六 同样 
g8 ,8 在 ZLv(K) 的 拓扑 中 各 充分 接近 ， 则 有 “w67y 了 4 (K) 一 “wy%ry (KR)。 盖 屡 
玉民 | XT 一 Re 与 天 :| 玉 | XT 一 RN+l 为 这 两 正则 偶 的 协 合 映 象 , 芽 如 前 定义 
bjrz'(a XTr) 一 及 (FGXDIFCGrX ZI)， 
D17gr(G XT) 一 0(CF Ca XIT),F Cr XT))， 
此 处 c xz 为 玉 * 的 任意 N 一 1 蕉 胞 腔 ， 则 只 须 ( 产 ; 扩 ) 与 (fg ) 充分 接近 因而 到 , 玉 
在 Cnst(| 开 | X 站) 的 拓扑 中 充分 接近 时 , 即 有 





时 
上 
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g(CFCGXxXT);FGrXDD) 王 WE Ca XT);F Cr X7T))， 

因而 bt = iv 或 序 “8Y 冲 ( 民 ) 一 887sv (天 ). 

今 屋 J=[0;1] 而 M= 玉 XJ。 设 (fg) 与 (fg ) 为 天 到 R 中 的 两 个 线性 实 
现 的 正规 偶 , 各 与 fg 线性 同 痕 。 至 多 使 用 微小 移动 ,我 们 不 妨 假定 玉 在 矿 g , 广 ;g 下 的 
所 有 顶点 的 象 点 都 在 一 般 位 置 ( 见 开 首 注意 ). 因 了 与 g 各 与 三 )g 线性 同 痕 , 故 有 M 的 
单纯 剖 分 Mi 与 My, 以 及 X (0) 与 尽 X (1) 为 子 复合 形 , 以 及 Mi 与 Ms 到 Rx 中 的 线性 
同 痕 映 象 力 ; 因 使 

杂 (x,0) 一 三 (x)， 放 (xz,1) 一 广 (x)， 
pe(x;,0) 一 gf(z)，pe(x,1) 一 g (Cr)， 

此 处 xf6e | 开 | 任意 必要 时 取 公 共 剖 分 , 故 不 妨 假定 Mi 与 Ms 重合 ,而 记 之 为 M。 今 将 
在 M 中 但 不 在 玉 X (0) 或 玉 X (1) 中 的 顶点 略 作 移动 使 其 处 于 一 般 位 置 。 于 是 逐次 
应 用 $ 5 中 的 引 理 2 可 将 性 与 妈 移 动 为 一 对 正规 的 线性 映 象 , 仍 记 之 为 性 与 如 (CK X (0) 
与 玉 X (1) 中 的 顶点 将 保持 不 变 ) ,参半 $ 5 末 的 附 址 。 由 $ 4 的 定理 8， 只 须 移动 充分 
小 ,最 后 所 得 线性 映 象 户 与 妈 仍 将 为 (f 广 ) 与 (g ,8g ) 间 的 线性 同 痕 。 命 庆 开 一 AM 
2 定义 如 ji(e) = (ce 人 守 一 0 或 1, 而 < 为 玉 的 任意 顶点 。 珊 7 玫 * 一 Me 

i 才 为 由 方 所 引出 前 胞 腔 映 象 ， 命 上 :KRI xT 一 MI=|KIXy 为 映 象 |J| 
一 (zi,xz6E|KRzET, 而 | 咱 :| 居 |* XT 一 | 站 |* 为 由 |J| 所 引出 和 能 映 象 , 双 命 
| 让 :| 六 | 幸 一 | 邓 |* 为 由 |7|(z) 一 | 可 (> 一 0,1 所 定 的 映 象 .于 是 |j| 欠 出 一 个 
从 组 〈| 疙 |*;,Tizi) 到 组 〈(| 季 |*,TiwD 的 两 组 映 象 |j| 与 | 六 | 之 间 的 组 同 伦 , 因 之 由 $1 
的 引 定 理 1, 定 倍 引 出 特殊 上 同调 硬 间 的 准 同 构 是 剧 同 的 : 4|jo|* 一 “| jl*。 因 为 (及 #，TK) 
与 (| 天 |*,Tixi) 的 特殊 上 同调 硬是 依 确 定 方式 同 构 的 ,同样 〈 站 学 ,Tu ) 与 (| 邓 |,Tiw) 
亦 然 , 故 有 “车 = ' 符 。 今 pv- 上 于 链 欣 半 EuZx-( 对 *) 有 完 洽 的 定义 〈 和 参阅 前 面 的 附 
赴 )。 逐 由 定义 可 得 

谍 Pr 一 网 了， 嵌 02 一 87 

因 ' 人 三 全， 故 得 迪 有 Pr0pmgv， 或 81y 区 ( 民 ) 一 "v9z7y(R)。 这 诈 明 了 定理 . 

从 上 述 定 理 可 见 下 面 的 定义 是 合理 的 : 

定义 。 融 fg 是 有 限 单纯 复合 形 玉 到 定向 R" 中 的 任 一 对 线性 实现 ， 则 任意 与 fg 和 线 
性 同 痕 的 一 对 正规 的 线性 实现 了 ,g' 的 同 痕 类 “88 (K) EMCKE) 将 简称 为 fg 的 

一 个 同 痕 类 而 将 记 之 为 “vB6》z(K)E ev 在 入 ( 玉 )。 

由 于 上 面 的 定义 ,定理 10 可 稍为 加 强 而 得 下 述 

定理 10. 让 (fg) 与 (f,g ) 是 两 对 玉 到 RX 中 的 线性 实现 而 矿 与 了 线性 同 痕 ; 又 8g 
与 引 线性 同 痕 。 则 有 

ONE ( 民 ) 一 “BY (天 ). 

下 面 的 定理 11 指出 “>67z(R) 可 欠 出 有 到 中 两 个 线性 实现 jg 线性 同 痕 的 必 
要 条 件 。 在 后 面 可 以 看 到 (4$ 8 的 定理 14)， 如 果 所 考虑 的 是 线性 实现 的 线性 同 痕 , 那 么 这 
些 必 要 条 件 将 比 由 同 痕 类 “x6@* 一 ( 开 ) 所 给 出 的 必要 条 件 为 强 ， 

定理 11. 著 一 个 有 限 单 纯 复 合 形 玉 到 一 欧 氏 空间 Rx 中 的 两 个 线性 实现 上 是 线性 
同 痕 的 , 则 “x67z7 一 0. 
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证 . 因 和 线性 实现 (g,g) 各 与 线性 实现 (f,g) 线性 同 痕 , 故 由 定理 10 ，x@f#z ( 玉 ) 一 

一 ^v6y(KR). 因 之 只 须 证 明 “6@y(KR) 一 0。 今 由 $5 的 定理 9, 有 天 到 Rx 中 与 8 充分 
接近 的 正规 的 线性 实现 8, g ”存在 . 命 G: | 玉 | XIT 一 Rs+l 与 G: | 玉 | XT 一 Re 各 
为 〈(g;,8g) 与 (gg) 的 协定 映 象 。 于 是 显然 ,车 取 gg” 与 g8 充分 接近 时 ,对 任意 RR* 的 
N 一 1 维 胞 腔 c X r, 应 有 

g(G(axT),GCGr xDT)) 王 的 (G(G XIT),GGr XID)) 
因 上 式 右边 显然 为 0, 故 对 玉 * 的 任意 N 一 1 维 胞 腔 c x r 有 
0Ox7yv(a XT) 一 罗 (G(Cc XI,GCGrX DID)=0. 

故 bi 一 0 或 "67 ( 民 ) 一 0。 由 定义 朗 得 “wx6y 了 (KR) = 0， 而 定理 得 证 . 


$ 7 x6iz (KR) 的 双 一 定义 与 它们 的 若干 性 质 


设 思 g 是 有 限 单 纯 复 合 形 天 在 一 定向 Rx 中 的 两 个 线性 实现 。 某 一 M 三 玉 XT 的 单 
纯 剖 分 M 到 Rx+l 一 RN X 工 中 的 线性 映 象 卫 将 称 为 fg 的 一 个 联接 映 象 ,如 果 F(Cx;0) 一 
一 (f(x),0),FGz)1) 一 (g(x),1),FGz iD)《 R2， 此 处 x6E| 开 | ,z6ET. 这 个 映 象 将 称 为 精 
致 的 , 如 果 对 Rs* 中 的 每 一 N 一 2 维 胞 腔 S X 7， 奇异 链 FE X DT) 与 FI X DID) 的 点 集 
不 相遇 ， 此 处 F(GE X TI) (同样 F(7 X TI)) 指 奇 异 链 FSd(E X TI)，8d 为 从 M 到 M 的 章 
分 . 易 见 任 一 对 f,g 都 存在 着 精致 的 联接 映 象 。 对 于 六 * 的 任 一 N 一 工 维 胞 腔 c X r, 奇 
异 链 F(a X DZ) 与 FCr X 7T) 对 于 如 前 所 定 的 定向 Rx+1 Sin 因 
而 可 得 一 上 链 py-!E CN-LRY#) 定义 如 

pr-I(aG XT) 一 及 (FGG XIT),FGr X TD))， (1) 

与 前 同样 ,可 证 by:! 为 一 人 * 的 pw- 上 于 链 . 

定理 12. 对 于 有 限 单 纯 复 合 形 玉 到 一 定向 Rx 中 任 两 线性 实现 fg 的 任意 精致 的 联 
接 映 象 P, 其 所 定 pw- 上 于 链 by-: 的 ov- 上 同调 类 与 所 择 精致 联接 映 象 了 无 关 , 而 与 jg 
的 同 痕 类 “wx6》31L( 玉 ) 重 合 . 

证 ， 设 刺 , 玉 是 fg 的 两 个 精致 的 联接 映 象 ， 都 珊 作 M = 玉 X T 某 同 一 单纯 剖 分 
M 到 Rx+ 中 的 线性 映 象 , 而 M” 则 为 积 复合 形 玉 X J 的 某 一 单纯 剖 分 ， 以 玉 X (0) 与 
玉 X (1) 为 子 复合 形 , 奢 为 积 复合 形 M”X 7 的 某 一 单纯 剖 分 ,同时 也 是 M' X J (此 处 
玉 XTXxyJ 与 玉 XJXT 剧 同 为 一 ) 的 一 个 单纯 剖 分 。 珊 妃 是 好 到 Rs+l 中 的 具有 下 
述 性 质 的 任 一 线性 映 象 ; 互 在 |M | X (0) 与 |1M | X (1) 上 各 与 媚 与 斑 重 合 ， 且 
(IM “| X (DO))C RP,zET。 今 将 季 的 顶点 在 妃 下 的 一 切 象 点 略 作 移动 使 在 所 得 季 到 
R+ 中 的 线性 映 象 鼠 所 有 让 的 顶点 的 象 点 都 处 于 一 般 位 蔷 . 到 好 在 M' X(0) 与 
M X (1) 上 的 限制 为 古 与 玉 。 所 择 移 动 可 取得 充分 的 小 ， 使 对 人 * 的 任意 Y 一 1L 维 
I X T, 奇异 链 Fo(c X (0) X DT) 与 Fo(r X (0) X T) 有 完满 定义 的 相交 指数 ， 且 此 相 
交 指 数 与 Fo(a X T)， Fo(r X Z) 的 相交 指数 相等 。 同样 奇异 链 刺 (cxX(1) xD) 与 
PCGrX (1) X D) 亦 有 一 完满 定义 的 相交 指数 与 丽 (c X 7T) , 亚 (r X 7) 的 相交 指数 相等 . 
于 是 对 及 * 中 任意 N 一 1 维 胞 腔 ac x r 有 

OF (Ca XT) 一 及 (FG X (0) XI),FCrX (0) X DID)， 
OF Ca XT) 一 及 (PRGaGXx(1) xD,PRGrX(1) xDZ))，. 
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今 定 义 一 好“ 中 的 上 镑 px 一 使 对 好“* 的 任意 N 一 工 维 胞 腔 3 X #, 我 们 有 
pON-l( X ?一 鸭 (EXDITD), 瑟 (CCX TD))， 
与 前 同样 , bx-! 为 一 午 "* 中 的 pw- 上 闭 链 (参阅 $ 6 中 的 附 填 )。 命 加 为 玉 到 M"” 中 的 
单纯 映 象 , 定 义 如 juo(a) = (ea;0) ;ji(e) 一 (ea;1)， 此 处 < ed 双 命 它们 所 引 
出 人 六 * 到 | 好 “中 的 映 象 为 j 与 7 六 显然 圣 Ox 一 一 Dr 驴 OX- 一 Or 与 $6 中 定理 
10 的 证 明 那 样 , 由 此 得 87 亿 08D 因 而 jg 的 一 个 精致 联接 映 象 王 所定 的 pw- 上 同调 类 
与 忆 的 选择 无 关 . 


今 由 $ 5 的 定理 9, 任意 接近 于 jg 有 天 到 RX 中 成 正规 偶 的 线性 实现 妨 g 存在 ， 例 
如 ， 我 们 可 取 六 ;8 使 df 三 ) 二 01:d(g,8) 扫 二 8e。 映 象 各 与 1 与 8 线性 同 痕 


四 之 有 Kx |"， 工 | 与 玉 X 多 的 单纯 齐 分 Ms 与 Mi 以 及 M 到 Rx 中 的 线性 映 象 友 
与 M, 到 Rx 中 的 线性 映 象 页 , 各 实现 这 些 线 性 同 痕 , 且 对 天 的 任 一 对 非 对 角 性 胞 腔 cr， 


外 (zlx | 二 |) 与 和 (lzlx | 二 | ) 不 相遇 ,同样 到 (lzlx| 硅 ,1 ) 与 a(lrlx| 全 ,1 ) 


也 不 相遇 命 正 : | 玉 | XI 一 Rx+ 为 正规 偶 矿 ,g 所 协定 的 映 象 , 因而 “wx6@#z (KR) 含有 
一 ov 上 于 链 0 了 定义 如 
pa XT) 一 0(FCGa XI);,FECr XIT)); 

此 处 ac Xzr 为 玉 * 中 太一 工 维 胞 腔 。 对 已 可 取 一 玉 XT 的 充分 小 单纯 剖 分 M 与 一 M 
到 Rx+*l 中 的 线性 映 象 F” ,与 下 充分 接近 ,在 | 玉 | X(0) 十 | 玉 | X(1) 上 与 开 重合 ， 并 给 
出 了 ,8g 的 一 个 精致 的 联接 映 象 P" 可 选择 得 与 玉 充分 接近 使 对 R* 中 任意 N 一 1 维 胞 
腔 ， 中 (F (ac X IT)，F“(r X 7T) 有 完 王 定义 并 与 由 (F (ac X TD),F(Cr X ZI) 相等 ,因而 
有 m 

ga XTr) 一 中 (Fa XT);F (Cr X 了 IT))， 
今 定义 一 | 玉 | X 了 到 Rx* 中 的 映 象 下 为 (x6E | 开 |)， 


| (名 (xz) yz)， 了 < z 反 1， 


FCxzyz) 一 1 (po(x :四 )， 0 委 z 上 私 - 


》 


过 
3 


其 中 交 为 RAt 一 RNMXD en 上 的 自然 投影 . 命 好 为 玉 XYT 的 一 个 单纯 剖 分 ,使 其 同 
W 
时 为 以 下 诸 复 合 形 的 剖 分 : 天 X | 二 | 的 Mu, 天 xX 机 上 的 Mi 以 及 玉 -X 妃 | 


溺 - 1 


EN 3t 一 1)， 了 = 


? 





上 在 映 象 生 ( 刘 一 (3 一 DixEIK 二 < , 下 与 玉 XT_ 上 M' 同 构 的 M"”， 


于 是 下 显 为 天 X 工 的 剖 分 邓 的 剖 分 到 Rx+i 站 的 一 个 护 性 其 村, 由 于 六 ;8 加 ) 力 的 选择 ， 
这 和 给 出 了 f,g 的 一 个 精致 的 联接 映 象 ， 由 此 得 对 Re* 的 任 一 N 一 工 维 胞 腔 ac X r， 


纺 (ac XTr) 一 中 (FGG X TI);FGr XIT)). 








Lrceren = 





ee 
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但 对 这 样 的 sc X r 显然 有 
由 (Fa X TD)F CrXI) 一 史 (FGG XIDFGr X TI)). 


故 得 
0DF 一 一 ba 《NE (天 ). 


与 本 证 明 的 第 一 部 分 相连 ， 邹 知 由 任意 妃 g 间 精 致 的 联接 映 象 己 所定 pv- 上 闭 链 凶 久 
poxr- 上 同调 类 等 于 同 痕 类 “w6》z!(K)。 定理 因 之 完全 证 明 ， 

附注 ， 由 于 上 述 定 理 , 一 个 有 限 单纯 复合 形 天 到 一 定向 Rx 中 一 对 和 线性 实现 jg 的 同 
痕 类 “x6yz!(K) 亦 可 定义 为 f, g 间 任 一 精致 的 联接 映 象 耻 如 (1) 所 定 Ki* 中 px 上 于 鱼 





”的 po 上 同调 类 . 
定理 13。 对 一 个 有 限 单 纯 复 合 形 天 到 一 定向 RY 中 的 线性 实现 fg 与 有 
“BfPF(K) 一 0， (2) 
“vePE(K) 一 一 v8z 了 (天 )， 〈《3) 
NBPET(R) 十 OA( 玉 ) 一 “vB 天)。 《4) 


证 我们 可 无 损 于 一 般 性 而 假 屋 j, g 与 汉中 任 一 对 都 是 正规 的 . 命 玉 与 玫 各 为 
| 玉 | X 了 T 到 Rs 中 由 (fg) 与 (8)) 所 协定 的 映 象 ,因而 
pfFLE “ve (R)，03 了 7E “vB ( 玉 )， 

此 处 

多 za XTr) 一 足 (FiGc X TD)，PCr X TI))， 

ba X T) 一 中 (Fa XIT)，FCr X 7T))， 
5 Xz 为 玉 * 中 任意 V 一 工 维 胞 腔 。， 在 Cwri(| 玉 | X DZ) 的 拓扑 中 任意 接近 于 互 与 玉 有 
K X 了 工 的 某 单 纯 剖 分 到 Rx* 中 的 线性 映 象 亚 与 到 存 在 , 在 | 玉 | X (0) 十 | 玉 | X (1) 
上 各 与 瓦 , 丈 重合 , 且 欠 出 了 (fg) 与 (82) 的 精致 的 联接 映 象 . 在 所 取 古 ;到 充分 接近 
于 已 ,P 时 并 有 

和 (Fi(a X TD ,PiGr X TD) 一 由 (FiGc X TI,PCr X 7T))， 

因而 对 任意 K* 中 的 N 一 工 蕉 胞 腔 c X rz 有 

及 za X 7r) 一 由 Pi(c XI PCGr X IT)， 
与 bs X 7T) 一 由 (FPC X T)，F2(Cr X 7T7)， 


丽 M' 为 开 XT 的 一 个 单 入 剖 分 ,使 其 同时 为 玉 X |o 江 | 上 在 映 象 二 : (wx 及 一 


(x;2z) 下 与 天 X [0,1] 上 剂 分 Mi: 同 构 的 剖 分 M: 的 一 个 剖 分 ,也 是 玉 X | 仁 ,省 上 在 葬 


象 2: (zx 划一 (x 2 一 1) 下 与 玉 X [0,1] 上 齐 分 M: 同 构 的 剖 分 M: 的 一 个 剖 分 ， 此 


处 x6E-| 玉 |. 今 定义 一 映 象 F: | 玉 | XI 一 Rx+ 使 对 任意 x6 | 天 | 有 


7- 二 


FGCxyz) 一 1 
(CrF2(x ,2 一 1)，z)， 全 和 1 


显然 了 是 M 到 R" ”中 的 一 个 线性 映 象 , 给 出 了 (f, 娘 的 一 个 精致 的 联接 映 象 , 因 之 由 定 
理 12 我 们 有 


OF -6E “vefPi (天 )， 
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此 处 芭 一 (za X r) 一 由 FGa X TD);FGr X 7T))， 
I X7 为 六 * 中 的 任意 W 一 1 维 胞 腔 。 显然 
外 (Fa X 疙 :FIz X ) 王 S 人 Fi X DTD;PGr X 万 ) 十 由 Fa X D)Fxr X 站 ). 
故 对 及 * 的 任意 W 一 工 禾 莉 腔 得 
芝 (zaXTr) 一 有 zi Xr) 十 0 XT)， 

因 之 大寺 = 久 3 十 063， 或 序 

BE () 丨 “wzAR(R) 一 N9fPi (天 )， 
这 道明 了 (4)。 

因为 (2) 式 旋 末 和 极 简 面 (3) 式 可 从 (4) 中 车 4 三 了 以 得 出 , 故 定 理 已 完全 证 明 . 


$8. 各 种 同 痕 类 间 的 一 个 关系 


在 一 个 有 限 单 芳 复 合 形 玉 到 一 定向 Rx 中 的 任 两 线性 实现 f, g 的 诸 上 类 “vB8P 一 ( 开 )， 
“v9z 一 (天 ) 与 “Bi(R) 之 天 有 一 关 对 如 下 定理 所 示 : 

定理 14.。 对 有 限 单 藉 复 合 形 玉 到 定向 Rx 中 的 任 一 对 线性 实现 f,g 有 

2 “Bfz (RR) 一 “v6f 一 ( 玉 ) 一 v8z 一 ( 有 ). (1) 

钰 .对 任 两 Rs 一 RR X 工 (如 前 表 直 和 线 一 oo <z< 十 o) 中 的 奇异 链 4 与 也 ， 
在 点 集 |4] 与 | 了 | 不 相 轩 , 我 们 将 上 太 jiL4;,B) 表 由 点 集 14| X 123) 所 定 在 Rx+ 中 
单位 球 S 上 的 奇异 链 , 下 处 jz:y) 表 拓 Re 的 原点 0 出 发 而 平行 于 自 * 至 》 方向 的 射 
线 与 SY 的 交点 ,zx 了 了 为 己 " 中 的 任 一 对 不 同 点 。 由 于 $ 5 的 定理 9, f,g 可 假定 为 正规 
偶 。 命 下 : | 天 | X 了 一 Ri 为 合 性 实现 与 5 所 协定 的 映 象 ,对 于 任意 使 dim c 十 
+dimr 和 一 3 的 驳 腔 < X rE 良 +, 由 ji(E(ziF(yiD), 此 处 zelclyelrl:reT， 
玉成 的 点 集 R(c:r) 的 给 数 入 吕 一 2 同样 ,对 任意 使 im c 十 dimr 委 人 一 2 的 胞 腔 
I XTE 天 +, 由 江 F(z:i).FCr-a), 处 xz6E|lcl:y6eilrl:z 王 0 或 1, 所 成 的 点 集 Rayr) 
的 维 数 入 N 一 2. 因 之 可 在 本 中 的 单位 妹 Sx-: 上 取 一 点 。 不 在 任何 上 述 这 些 点 集 
R(ar) 与 Rac:r) 之 两 。 取 3 与 2 一 的 定向 各 与 Rx+' 与 RX 的 定向 协 合 .对 任意 SY 
(或 Sv-) 上 和 锥 ( 或 全 一 工 各 ) 柯 竞 鱼 C, 写 的 边界 |6cCc| 不 含 。 , 则 C 在 。e 的 局 部 复 盖 度 

记 作 Degymc (或 DegsgF PCc) 
今 定 义 9139z EC 一 (并 #) 与 由 ECx 一 (R*#) 如 
9r(az X T) 一 Degy jc)， 帮 Cr))， 
9e(a X z) 一 Deg? isg(Ca)，g(r))， 
与 多 (ES X 引 一 (一 1 =、 Deg 和 jiGEGE X 7T)，F(I X 7T7)， 
其 中 cc Xr:EXE 开 +.dimoz 上 dinr 一 N 一 1, 而 dimeE 二 dimzy 一 N 一 2。 由 于 点 
2 的 选择 , 这 些 上 链 都 旦 有 完 秆 定义 的 。 从 类 “v6f? 一 (KR) 的 定义 有 (大 关 $ 1 末 的 附 赴 
与 $2 末 ) 
6 一 Pr9r 一 (1 目 (《 一 1)Tx)976E ve6F 一 ( 民 )， 

刹 样 有 


D, 一 Peer 一 (1 十 (一 1)STx)PprEe“ ex 一 (天 ). 
对 Rx+ 中 的 任意 奇异 链 4 与 也 命 (4,B) 表 由 点 集 s(|4| Xx 13|) 所 载 的 奇异 链 ， 
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此 处 *(x;y) 一 > 一 xx)y 为 Rst+l 中 任意 两 点 , 秽 作 向 量 . 若 dim4 二 dimB=N+l， 
164| 与 13B| 不 相遇 , 双 |4| 与 168| 不 相遇 , 则 链 *(4,B) 在 定向 Rst+l 的 原点 0 处 有 一 
局 部 复 盖 度 , 将 记 作 Degi>*5 s(4,B)。 我 们 知道 
Degiy+bs(4 了 3) 一 (一 1)4" 4 中 (4)B) 

且 等 于 1(64;,B) 十 (一 1)42 4 .14;,9B) 在 定向 球 S” 上 的 整体 复 盖 度 , 因 之 有 

Degix+bD (4 了 B) 一 Deg'(o4d ;DB) 十 (一 1)4m4，Deg4i4d ,9B)， 
此 处 假定 右边 的 每 项 都 有 意义 

今 考 察 一 个 线段 了 = [一 e,1 十 sl]， 此 处 s>>0 是 任意 的 。 于 是 奇异 链 4 一 
F(a X 7) 与 也 =FGr XT) 符合 上 面 关 于 4,B3 的 要 求 ,因而 有 
(一 1)2”，(F(G X TD),FGr XT)) 一 

一 Degivt)s(CPFCcC X T),，FGT X T)) 一 

一 Deg 六 JoOF(G X 站 ;Fr X TD) 十 (一 1D)dmet .Degw)CFGGXD),OoFGrXx IT) 一 

一 Deg)JCF(Oc X 站 ;Fr XTD)) 十 (一 1)4mot .DegiCFCGXDD,FGOrXxT) 十 

十 (一 1)dim= .Degw)CFGG X (1) 一 Ga X (0)),FCr X TD)) 十 
十 (一 1)X.。Degw)TJCFGCG X T);,FGrTX (1 十 se) 一 TX( 一 6))). 
注意 在 最 后 一 式 中 的 末 一 项 显然 为 0, 而 其 他 诸 项 在 易 T 为 工时 其 值 并 不 改变 .同样 显 有 
中 (CF(CG X T);FGr X T)) 一 中 (FCaG X T),FGr X TD))， 

再 者 ,对 ;一 0;,1 双 有 

DegP) ji(F(a X (iD)),F(r x TD) = Degm-DiCFCa X (GD)，FGr x (GD)) 
人 gc)，g(Cr)) 一 1， 

Deg 罗 1c)，fGr)7) 一 0. 





故 得 
【一 1)4m+ 由 (F(G X TD),FGr X TD)) 三 
一 Deg) 1CF(Oc X 刀 ;FGr X 站 ) 十 (一 1D)d4m“+ .Degw)iCFGG X 站 ,For X 门 ) 十 
十 《一 1)4”"”，Degy -5iCg(Gac):g(r)) 一 (一 1)4m"。Deg 内 -ic ,Fr))， 
根据 0;0,y 与 久 z 的 定义 有 
za X T) 一 由 (IF(aG X TI)，FGr X 7T)) 一 
一 少 (6c X r) 十 (一 1)4meb(c X 6r) 十 piGa XTr) 一 ra XT) 
或 pz XTr) 一 bp Xr) 十 pi Xr) 一 PC XT). (2) 
今 有 
Dr (Ca X T) 一 小 (F(aG X TI),FGr X 7T)) 一 
人 
一 (一 1)dimedimr+ty .byzlr X ca) 一 
一 《一 1) .7Tx 017 (Ca X 7T). 
故 20#7 (ac XT) 一 (1 十 (一 1)XTx) 扩 z(Ca X 7) 一 
一 pv 01 (Ca X 7) 一 
一 pp(aG XT) 十 Pv9piGaG XT) 一 PvPperGa XT)， 
或 2077(ac XT) 一 OpxbaG Xr) 十 baXr) 一 0 X7T)，. 





~- 人 





~ 一 -一 下放 FE 罗 To 
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和 


因 a Xr 为 玉 * 的 任意 V 一 工 维 胞 腔 , 故 有 
2 ph 2 b 一 0， 
或 2 “MB@"” (K) 一 “v67 一 (K) 一 “vBx-( 玉 )。 证 些 . 
定理 15. 若 1f, g 为 有 限 单纯 复合 形 天 到 RY 中 的 两 个 线性 实现 而 万 | 玉 |) 与 g(| 玉 |) 
都 在 RY 的 一 个 N 一 1 维 线 性 子 空 间 Rx-! 中, 则 “w6y7l!(KR) 一 0， 
证 ， 命 S" ”为 Re 一 RYyX(0) CR 一 RNYXZ 中 的 单位 球 而 e 为 Sx-1 上 的 一 
点 ,使 过 。 的 牢 径 与 线性 子 空间 本 -1 = RX-L X (0) C RYy 垂 站 。 今 将 fg 作 微小 移动 至 
埃 性 实现 矿 与 8 使 其 成 一 正规 偶 ， 我 们 可 取 移 动 充 分 的 小 ,使 易 (f,g) 为 (fg 7 时 ee 不 
在 如 前 面 定 理 的 证 明 中 的 任 一 点 集 RGcr) 或 Racr) 中 。 应 用 前 述 证 明 中 的 同样 记号 
有 
phj(a X 7) 王 Deg 下 if) ,Fr)) 一 0， 
pzr'(aI X 7) 一 Deg2 jg (zsg (Cr)) 一 0， 
与 少 (S X 3) 一 《一 1) 7” Deg” GPS X TD;F CI X TI)) 一 0， 
其 中 axXr;SsXz7EKRY*，dimc+dimnr 一 一 1 dime++dimy 一 一 2, 而 羽 为 
(fg ) 的 协定 映 象 . 象 以 前 的 (2) 式 那样 可 得 
ptrGaXT) 一 6p(aXTr) 十 jcXzr) 一 eaXr) 一 0， 
此 处 ac X r 为 天 * 中 的 任意 V 一 1 灼 胞 腔 . 故 久 也 =0 或 
“we67z(K) 一 0， 证 些 . 
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ON THE ISOTOPY OF A COMPLEX IN A EUCLIDEAN 
SPACE (]) 


WU WEN-TSTN 
(1zzsiitttte of Mat2ezta1icr，4cedezaie Sizice) 


ABSTRACT 


For any finite simplex complex 天 jlet 入 * be its reduced two-fold product consisting 
of all cells ac X T of the product complex 天 X 天 for which c and TY have no vertices of 
玉 in common。 The permnutation G X T 二 一 TXOis of period two and has no fixed 
cells so that special groups “Er( 玉 *) may be defined according to the theory of P.A. 
Smith about periodic transformations，whbere p is either Z 一 1 一 zx 上 ors 一 1 十 罗 xbeing 
the_ chain map zx(c X 7) 一 (一 1)4mdmr(r X 0)， 

A_ continuous mapping f of the space | 天 | of 玉 in a Euclidean space RN of dimen 
sion N is called an imbedding 让 jis topological. It is said to be a linear map of 玉 in 
RN 让 is linear on each simplex of 天 . Two linear maps fg of 天 in R will be said 
to be linearly isotopic 迁 there exist a simplicial subdivision M” of the product complex 
M 一 及 XT(Tbeing the interval [0,1]) in R and a linear map FF of M in RN such 
that FE/| 玉 | X (0) 三 1，F/IRKRI X (1) 三 g，and for each xzET，FR/| 玉 | X (bn) gives an 
imbedding of | 玉 | in RVY、Let pv 一 1 十 (一 1)> -zxz，then for any two linear imbedding。 
fg of 玉 in RN (oriented in a definite manner) a certain class “vBJ7I(K) ESwEN-IL(*) 
may be defined the vanishing of which is a necessary condition for ,8g to be linearly 
isotopic。 It turns out that in the “critical ”case 2 dim 天 十 1 三 N (dimn 玉 > 1)， 
this condition is not only necessary but also sufficient，which will be studied more in detaili n 
a succeeding paper. The present paper introduces the necessary concepts，gives definitions 
of the classes “vB7y7l and studies their elementary properties of which we shall mention 
the following one: 

For any two jlinear imbeddings 刀 g of a finite simplicial complex 玉 in a Euclidean 
space RN definitely oriented we have 


2 “v9fT (及 ) 一 v9f 一 (天 ) 一 “9 一 (天 )， (1) 
in which vBy-!( 玉 )E ?4wEN-IL( 开 *#) is a certain class associated to any linear imbedding of 
玉 in RN (oriented). It is also defined in this paper and “67-!( 玉 ) 一 vBXN-L( 改 ) is 
easily seen to be necessary for two linear imbeddings f,g of 天 in R"to be linearly isotopic. 
The classes “vBy-:( 玉 ) have the advantage that they may also be defined for any topolo- 
gical imbedding of any topological space in RY and the identity of these classes for two 
topological imbeddings is again necessary for these imbeddings to be topologically' isotopic 
However，the appearance of the factor 2 in the left hand of (1) shows that in the case 
of linear imbeddings of complexes the classes “vB77L(KR) would be more _ efficient than 
“NO 一 ( 玉 ) ip studying their linear isotopy。 It is in fact the classes “vB#71，but not thc 
classes “v@y-!1，which furnish the necessary and sufficient condition for the linear isotopy in 
the critical case as mentioned above. 

For a more detailed abstract of the theory of linear isotopy see also [2]. 





SS 
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排队 论 中 之 一 问题 一 AM/AM/m 
越 民 义 
(中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 
排队 花 问 题 中 最 常 遇 到 的 也 是 静 为 重要 的 问题 之 一 ,就 是 在 随机 输入 ,服务 时 间 按 负 





指数 分 布 的 假定 之 下 ,决定 有 关 各 种 概率 的 问题 。 我们 用 符号 M/M/z* 表示 这 样 的 一 个 服 
务 系 舟 : 顾客 软 入 服从 参数 人 的 Poisson 分 布 , 先 到 来 , 先 服务 ,服务 时 间 的 长 短 服从 参 
数 产 的 负 指 数 分 布 ,共有 z 个 服务 台 . 若 顾客 到 来 时 发 现 服务 台 有 空 , 则 他 可 在 空 下 的 
服务 台中 随意 挑选 一 个 而 立刻 受到 服务 ， 若 无 服务 台 空 下 ， 则 他 即 依 到 来 的 次 序列 队 等 
待 , 直 到 丢 服 务 完 毕 之 后 才 离 开 。 近 年 来 ,不 少 的 作者 〈[1],[2],[3],[4],[5]) 上 昔 集 中 于 
M/M/1 讨论 的 情形 ,得 出 了 完整 的 结果 .全 x(z) 表示 在 时 刻 上 队伍 长 度 为 & (包括 正在 
破 服 务 的 顾客 在 内 ) 的 概率 。 上面 引 到 的 这 些 作 者 此 以 不 同 的 方法 得 出 了 px(z) 的 精确 表 
达 式 ,从 而 可 以 得 出 各 种 有 关 的 概率 。 对 于 M/M/* 的 情形 ,所 得 到 的 车 果 似 乎 还 较 初 等 
本 女 的 目的 郎 在 于 诈 明 





1 (ct+io eoloK 昌 
pk(t) 一 一 一 du，(R 志 2:c>0)， 
2xz Je-im xp(zx) 


于 此 , a 为 二 次 方程 
一 (人 十 zx 十 zpx 十 人 一 0 
之 二 根 中 稳 对 值 为 最 小 者 (唯一 确定 )， 


<a 工 (2 一 1 一 力 wi 袜 (rc+ 且 Ge 二 说 


了 =0 ==0 





p(zx) 一 


然后 对 于 一 些 简 单 的 情况 (* = 1,2,3) 证 明 
1im px(t) 一 力 

存在 ，。 如 所 周知 ,在 此 项 存在 性 刻 释 诈 明 之 后 ,和 欲求 如 ， 则 只 是 一 简单 的 代数 问题 。 关于 
上 之 极限 的 存在 ，XHHqHHI9 便衣 过 这 样 的 话 :“ 在 带 消 失 系 芒 中 我 们 完满 地 证 明了 这 些 
极限 (zx) 的 存在 性 . 对 于 带 等 待 的 系 攻 , 这 样 的 证 明 也 可 以 实现 ,然而 在 目前 情形 要 复 
杂 得 多 ,而 且 要 求 本 质 上 新 的 概念 ”"， 他 双 悦 : “我 们 不 知道 在 什么 妇 献 中 有 这 个 证 明 的 任 
何 一 种 叙述 ,虽然 问题 本 身 信 彼 这 里 引用 的 方法 多 欢 考 察 过 (Erlang01，Fry[l ，KoxmMoro- 
po ，Fellerao)。 Erlang 把 极限 过 程 的 可 能 性 烈 作 一 条 特殊 假定 ， 其 余 的 作者 则 只 限于 
简短 地 指出 证 明 的 可 能 性 `. 

Fellerbo9 售 谓 lim txt) 的 存在 可 由 px(z) 的 表达 式 或 一 般 欢 历 理 其 得 到 诈 明 。 但 如 
同 Xaaqa 一 样 ， 除了 2 一 1 的 情形 之 外 ,我 们 还 不 知道 在 什么 地 方 有 此 种 表达 式 和 所 误 
的 证 明 。 根据 本 女 的 结果 ,我 个 已 将 所 说 的 极限 的 存在 问题 化 为 一 单纯 的 代数 问题 。 看 
来 问题 不 久 当 可 全 部 解决 . 


Petroneg 
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引 理 1， (Abelian , 参看 ,例如 [11]，p.487)， 
(zx) 一 二 EmwFCt)GE; 


双 届 1(e 十 z) 关于 7 之 前 2 志 1) 次 导数 存在 ， 且 当 >* 一 oo 时 ，F(e 十 z) ，，…， 
fo (ce 十 27) 起 于 0， 


人 ettyjfm(z 十 z)dy 


在 广义 Riemann 意义 之 下 存在 , 且 当 z 志 了 时 一 致 收 和 化， 则 
Fr) 一 O(*eu) ， 一 00. 
引 理 2.〈Tauberian，[11]，p. 512.) 车 Rz) 为 实 男 数 , f(x) 当 wx > 0 时 收 伍 ， 则 由 


Ad (zx 一 0) 及 .FGD) 一 OGr-D，z>0 





朗 得 
C 放 计 剖 污 
CT)dTr An 人 人 1 下 oo ， 
引 理 3， 命 4，, = 全 ， 4_; 一 二 (Ge + (一 2) 岂 ， 当 ;> 3 时 ,4 ;由 
〈1) 人 d-; 国光 (X 只 反 叶 (zz em 17)A) di+l 区 < (zz 吃 十 2)1d4o-;+) 
所 定义 ， 命 4(>) 表示 命题 : 
(2) 二 4,= 攻 三 (了 2)iG+ 癌 :， 二 
双 命 B，, 王 全 DB。 一 0, 当 ; > 2 时 , B。; 由 
《3) 人 DB 一 人 | 十 wx 十 (z 二 1) AD) 一 ;+1 和 (2 ee 2)1B。;+3 
所 定义 。 命 B(2) 表示 命题 : 
(4) 三 p -上 王 (; 人 (zz 十 总 (Cz 十 记 )， 
人 了 =0 rr=0 


则 4(2),，B(2) 对 任何 自然 数 2> 3 此 成 立 ， 
证 。 显而易见 , 4(3)，B(3) 此 成 立 ， 今 屋 当 ;和 2 一 1 时 ,4G) 及 了 GD) 此 成 立 。 我 
们 现 来 证 4(z) 成 立 ， 由 假定 ， 


04 一 一 人 十 zx 十 (2 一 3)A0 二 十 (2 一 2)1) 一 (2 一 2)m 人 


4 一 人 《Mt 十 (zx 十 (2 一 3)1)(z 十 (2 一 2)7) }. 


作 
4 ;一 元 Co + 人 一 2 内 区 人 二 (一 1 一 2) 和 ， 


不， ,= 元 人 二 人 一 2 契 : 
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| / 2 
| 2o-2)-2 一 和 
， 1 
Buw-2)-1 一 
则 
do-4 一 4o-D-3 十 Bo-2D-2， 
do-3 一 do-D-z 十 Bo-D-l 
将 〈1) 改写 成 


1{4o-D-d-D 十 Bo-G-)) 一 人 十 zx 十 [(2 一 1) 一 各 一 2)]w)4o-b-c-a 一 
一 [( 一 1) 一 全 一 3)]pn4do-D-d-y 十 人 十 wx 十 [(2 一 2) 一 
一 公 一 3)]mn)Bw-o-G-3 一 [(2 一 2) 一 人 一 4)]ABo-o-G-9 
之 形式 ， 诸 4 和 雍 屯 之 获得 此 符合 我 们 引 理 中 必 ， 环 之 定义 ,所 不 同 者 ,在 诸 4i， 则 
在 对 的 位 苇 为 ”一 1， 在 诸 媚 ， 则 为 2 一 2; 同时 4o-b-s 与 4o-b-: 有 一 共同 之 因子 


1 比 
芯 (xz 十 (2 一 2)1) ，Bw-)-; 与 Bow_)-1 有 一 共同 之 因子 时 然 此 只 不 过 在 相应 之 其 余 诸 
才 中 乘 上 二 (Ge + 人 一 2) 稚 ,在 诸 防 中 乘 上 刀 ， 由 是 ,由 归 生 法 之 假定 ,我 们 有 


弛 一 2 


好 一 2 一 3 
> 4 一 上 二 4 一 上 十 工人 we 十 (一 2 门 三 4o-b-i 十 一 之 Bo- 一 
ti 一 0 人 1 =0 从 人 一 0 


生 + 呈 w+-2 艺 (" 3 ) (Ge 十 站 … 8 中) 十 十 


+ 区 王 开 (?) rrG 二 有 C++ 的 


我 们 现 来 考虑 4” 的 系数 。 不 难看 出 ， 
人” 的 系数 为 
”的 系数 为 (2 一 2)7(zx 十 请 ) ; 
” 当 ;3 时 ,的 系数 为 


WE 2)0(? 二 3 )C 时 


十 zz 了 作 二 )G+ 有 Ge+G 一 2)O= 


7 二 7 一 2 


=- 吃 三 (| 7 )+C-2( 二 Je+ 内 +G 一 2 内 = 


一 Ai 二 1 )e 十 四: “十 人 一 1)1o0)， 


Z 





4 期 越 民 义 : 排队 论 中 之 一 问题 一 一 M/M/m 497 





于 此 ,我 们 用 到 了 显然 的 恒等式 


mm YiNV_fz+l 
己 ( 引 = G+1) 
由 是 ,我 们 已 经 证 明 4(z*) 成 立 ， 
我 们 现 来 证 明 B(*) 成 立 。 显而易见 ， 


DBF， ;一 (人 十 zx 十 Ce 一 2) 风 元 





45- 一 序 (e 十 (2 一 2) 和 Bo-o-: 一 


人， 一 了 (0-1 过 10. 


由 有 
DB。: 一 4-3 十 Bo-D)-:， 
忆 。--: 一 1 中 了 Bo-D-l。 
因 我 们 已 经 证 明 4(>) 成 立 ,而 由 假定 , B() 当 z 委 2 一 1 时 此 成 立 , 故 得 


办 罗 1 一 1 
让 也 ,-; 人 于 人 十 旺 B(。0-; 一 
zi 一 1 二 2 7 一 1 


| 


王 (了 了 21Ge+ 同 Ge 十 交 十 


SA 


大 
人 
二 袜 (让 ie+ 丰 ……G+ 洒 = 


时 袜 () ie 及 Ge+， 


由 上 归 生 法 , 4(2) 与 BC) 对 于 任何 自然 数 ”此 成 立 , 
定理 1. 命 p* 一 o"，p”-1 三 o"” ,ww 为 二 次 方程 
《5) Mz1pi 一 (人 十 zx 十 210xz 十 人 一 0 
之 一 根 ;又 屋 当 ; 之 2 时 ,pz-; 由 下 式 所 定义 : 
(6) 1935- 一 (十 2 十 (2 一 2 十 1)10)Pa-i+l 一 (2 一 十 2)72pn-i+z。 
草 [ 


一 2 乡 一 2 纱 一 2 
2,9? 一 -和 (2 一 1 一 力 oi >， (Ce+ 内，…Ge 二 河 ， 
i 一 0 fi=1 j =0 


证 我 们 用 归纳 法 来 证 明 本 定理 . 
为 清楚 起 见 ， 我 们 将 与 2 相应 之 w% 记 作 w, 与 2 一 1 相应 之 w 衣 作 w。 我 们 现 来 证 
明 ,在 笑 当 规定 的 化 简 方 法 之 下 , 若 与 > 一 1 相应 之 0 = Po 一 1) 为 


p#(2 一 1) 一 对 一 外 一 # 和 oil 一 《2 一 了 一 3) Na 一 一 Wei 


3? 


期 与 2 相应 之 畔 = 0 (2) 必 为 
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9p#(2) 一 ol 一 (2 一 ii 一 1 六 oz+l 一 (2 一 守 一 2)ci at+2 下 


2 1 


一 Co-i-1IwX 
之 形式 。 实际 上 , 当 ;i 一 ”一 2 及 ”一 3 时 , 此 项 论断 显然 成 立 ( 只 须 作 简单 之 运算 即 可 
看 出 )。 今 设 此 项 论断 时 m 之 :时 成 立 ,我 们 利用 归 秽 法 证 其 对 于 xm 一: 一 工时 也 成 立 . 
我 们 现 规定 化 简 方 法 如 下 :我 们 的 p;_i(2) (或 p_i(2 一 1)) 系 由 (6) 式 所 定义 在 
将 相应 的 0 , pi+l 代 入 之 后 , 我 们 即将 py 与 33 的 首 项 利用 相应 的 (5) 式 来 化 简 , 其 
余 各 项 ,只 作 简 单 的 合作 例如 
Xpa-: 一 (人 十 zx 十 (2 一 1)1)pz-l 一 2208 一 
一 (十 xz 十 ?zz)a2 一 7po2 一 Pa 一 


了 








一 人 Ci2 一 2 nn Pa 一 


| 


水 一 2 用 _w=i。 
-2 _ 


人 








或 
| p2-3 :os 一 一 2 亏 ao2-” 一 (Ce 十 (2 一 2)1)w2 一 L 
由 假 屋 ,我 们 有 
| 19;- 一 D 一 (十 zx 十 ip)9#C 一 1 一 人 二 1)npytaCn 一 1 一 
| 一 (十 zx 十 in)a 一 人 一 了 一 二 oi 一 (入 一半 一 3)aiaait2 一 一 Ca- 计 3 x 寺 一 
一 处 才 Dajar 一 (一 上 一 3) 六 国生 一 (2 一 2 一 4)0412od 人 一， 一 人 He-3 nr- 
| 一 Mai 一 (2 一 1 一 1)oi 一 (2 一 1 一 2)1 1 十 x 十 io) 攻 一 | ait+l 一 
一 一 31Q+ze+iea 一 (十 1)7 一 X 
X (人 (十 2 十 访 )iias 一 翁 十 1)peirtzjai 一 一 [十 xz 十 翅 )eio-iaz 一 
一 全 十 1)pnwslo-;-s]az 一 ; 
另 一 方面 ,根据 归 得 法 假 屋 ,我 们 有 
93_i(C2) 一 (十 2 十 zi0)97(2) 一 全 十 1)npyHi(2) 一 
一 (十 zx 十 ie 一 (2 一 :一 oztl 一 (2 一 守 一 2)eioott2 一 .一 0iso-i-l ze 一 
-6G+Datoa 一 @ 一 一 2 攻 o 一 0 一 生 3)osrraao 一 一 aurraer 村 = 
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=Mom 一 -Du 一 一 DiQ+a+ 涪 下 一 中 一 


一 (2 一 1 一 2) ia 十 xz 十 加 )ei 一 人 尾 十 1)m- 全 | 村 一 


一 (2 一 ;一 3){(G 十 xz 十 记 )es 一 人 十 1)pusrajait 一.… 一 
一 2((40 十 2 十 和) 一 翁 十 1)Pnwo-i-sja 一 
一 { 人 (十 w 十 访 )aio-i-i 一 全 十 1)nwsLo-i-zje 。 
比较 p_i(2 一 1) 与 27-1(2) 的 系数 , 立 得 我 们 的 车 论 . 
我 们 现在 回来 证 明 我 们 的 定理 . 话 然 w(j 和 ”一 2) 在 (oo) 中 之 秒 数 与 di 在 
9?p#(2 一 1) 中 之 系数 除 前 面 之 因子 > 一 1 一 71 改 为 > 一 2 一 1 外 , 余 些 相同, 故 由 归 精 法 
假 惟 , 邹 得 


凶 一 2 


开 一 3 
9 (2) 一 3 ?7 十 pa-: 一 
ii 一 0 一 0 


-= So 一 上 wy (2 一 1 一 Dai > (人 Ge 内 Ge 十 河 十 
和 人 je0 i 一 0 
十 o* 一 一 C(z)as 一 L 
欲 决 定 C(>) , 我 们 只 须 注意 , 根据 我 们 所 规定 的 化 简 方 法 及 (7) ,9 (Co) 人 入 2 一 3) 中 
or- 之 系数 乃 系 由 4 ; 一 全 及 de- 一 忆 (ex 二 (> 一 2)z) 然后 根据 巡 肖 公式 (1) 而 得 


出 之 4;。 由 引 理 3, 即 得 


C(Cz) 一 人 之 ( 汪 2 ) Ge 十 Ph) (ae 十 z). 
将 此 代入 上 式 , 立 得 我 们 的 定理 . 
定理 2. 当 & 之 2 时 ,方程 组 
zi) 一 一 Mto(z) 一 ppi(z， 
px (zi) 一 pk-i(t) 一 (2 十 AP)PpkCt) 十 《天 十 1)ppksit)， 0 志 玉 王 m， 








《8) 4bx (zt) 一 Mk-iCt) 一 (1 十 2pD)DPkCz) 十 zipksiCt)， 天 之 32 

> 太 ( 人 一 1，0 委 访 ( 人 委 1 

=0 
之 解答 加 (z) 之 拉 氏 变换 让 三 训 (z) 必 为 
ZK (ztD) co- 》 
zk9p(z) 

于 此 ，, ca 为 
《5) Nzpx 一 (人 十 xz 十 zp)xz 十 久 一 0 
之 二 根 中 稳 对 值 为 最 小 者 (唯一 确定 )， 

as 1 久 过 7 一 2 。 

On) 一 一 基本 藉 区 1 一 7a 三 ()) (zz 十 z) (az 十 训 ). 


馆 ， 作 (8) 之 拉 氏 变换 , 立 得 (为 简单 起 见 ， 屋 初始 条 件 为 m(0) = 1，px(0) = 0， 
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和 > 0) 

(ze 十 ))zo(za) 一 ppr(Ca) 一 1， 

jp; 一 CA 上 ze 十 A) 这 十 (二 1)pp 和 一 0，0< 丰 <m 
《9) px- 机 十 xz 十 zt 十 zzpijphs+l 一 0， 不 之 2 

工 六 = 二. 

=0 





当下 之 所 时 ,如 。 满足 差分 方程 

MbpX-1 一 (十 2 十 zz)t 十 ?ppX+l 一 0. 
而 由 差分 方程 之 初等 理 草 ,加 kx 必 为 
(10) 这 一 Cok 十 万 有 8 
之 形式 ,于 此 , C;,D 与 & 无 关 , w,B 为 (5) 之 二 根 。 易 证 ( 参 看 [2] 或 [5])(5) 在 单位 圆 丙 
有 一 根 且 恰 有 一 根 .。 将 (10) 代 入 (9) ,不 难看 出 , 如 (RE 委 2 一 1) 必 为 w 与 B 之 多 项 式 
(以 x* 之 多 项 式 为 系数 )。 另 一 方面 ; 当 x > 0 时 ， 











名 如 一 
本 
欲 明 C 王 1 ,我 们 只 须 注 意 , 经 (人 10) 及 (9) 所 得 出 之 就 (0 委 和 << 关 一 1) 芷 必 
有 公 因 子 C, 此 由 (9) 立 可 看 出 。 由 是 ,根据 定理 1 及 (9) 中 之 最 后 一 等 式 , 邹 得 
工 二 呈 久 二 Ce 二 oe+.…)= 
帮 一 0 i =0 
=cf{ 袜 w 十 ao" 一 十 wo 一 十 二 = 
【全 
< 1 于 1 )-; 
=ci 天 一 - An 二 oo-1 Du 袜 (站 (xz 十 六 ) Ge 二 7 
此 邹 所 需 之 和 结果， 
推 旗 1 当 &>2 一 1 时 ， 
要 6E 十 io CU OK 
piO= 二 全 全 so (>0) 
定理 3 若 p(zx) = 0 无 纯 虚 根 , 则 
《11) lim zk 人 2) 一 加 


Ra 
lim o-z) 和 lim pe(z) 

存在 朗 可 。 由 定义 , 纸 部 分 积分 ,我 们 有 
pro 一 | (Du 





CO 
pp(zx) 
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若 p(x) = 0 在 错 轴 上 无 霉 点 ， 则 因 其 系 x* 之 一 多 项 式 ， 故 引 理 1 中 之 雍和 条件 此 满足 
(ce 一 0,2 一 1)， 由 是 印 得 

办 (z) 一 O()， 一 o， 
由 引 理 2 , 即 得 (7 = 0) 


kz) 一 灵 (0) 一 | 办 (r)dr 一 C，z 一 oo. 


推 葵 2 当 ” 三 1;2,3 时 ,极限 
lim pk(z) 


存在 . 
证 . 当 ”= 1;2,3 时 , 易 证 (zx) = 0 无 纯 虞 根 . 
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ON THE PROBLEM AM/AM/n IN THE THEORY OF QUEUES 


M. I. YUH 
(1251t1zpte of Metpe1lG1cs，d4cade11382 Siyzica) 


人 ABsTRACT 


As usual，we use M/M/xa to denote such a queuing process: the arrival and service 
time are assumed negative exponentially distributed with means 人 and Ar respectively， 
the number of servers is 7。Let zx(t) be the chance that at time z there are 8 customers 
present including those being served. In this paper we preve that 

Theorem 1. For 不 人 >2，we have 


刀 () 一 -| 


5 十 ioo 
人 
cio UpD(z) 


Where w is the root of 
2 一 (十 zx 十 2p)x 十 人 一 0 


with minimum absolutely value，and 


玉 一 2 


9P(z) 一 -~ Ta 一 1 一 站 坟 之 人 Ji 内 Ge+i)， 


1 i 一 0 
Theorem 2。 For 2 一 1,2 and 3，the hmits 
lim xz) 玉兰 0,1,2..…，。 





eXist。 
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